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��� ����� ������ ��� �� ������� ������ ��� �������� ������ ��� {aij} �� � ������
���� � �������� N ��� � ���������� M � ����� ���� ������ j ∈M �� ���������� ���� �
������ bj ≥ 0� ����� � �������� T < |M |� ���� �������� �� ������ � ������ X ⊆M �
���� |X| ≤ T ����� ��� ��� �� ��� �������� ������ �� ��� ���� ��� ��� ����� ����
�� N �� ������� �� �� ����� ��� ������ �� X� �� ������� �� � ���� �������� �� �����
�� ����� ���� ����� ��� ����� ��� ��� ������� ����� ������������ ��� ��� �������� ���
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cj � � � �
����� ���� �� ������� �� �� �������� �� ���� ���� M = 4 ��� N = 9� ��� ���� ��
�������� X∗ = {1, 3} �� ������������
��� ���������� �� {aij}� ��� ���� �� �������� ��� T = 2 �� ����� �� ������� {2, 4} ���
��� ����� ���� �������� �� ����� �� ���
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bj � � � �
����� ���� �� ������� �� �� �������� �� ���� ���� M = 4� N = 9 ��� T = 2� ���
���� �� �������� X∗ = {2, 4} �� ������������
���� ��� ���� ���� ��������� ������������ �� ���������� �������� �� ���� �����
������ ��� ���������� ����� ������ ������ ���������� ������ �� ���� ������ ���������
������� �������� ���������� �� ���� ����� ������� �� ���� ����� �� �� ���� ������ �����
�������� ������ ���� �� ���� �������� ����� ��� ��������� ������ �������� �������� ������
���� �� ���� ����� ��������� �� ���� ������ ������� ��������� ������� �� ���� ����� ������
��� ������� ����� ���� ��� ������� ������ ��������� � ������ ����� ��� ���� ���� ��
����� ������������ ��� ���� ����� ������� �� ��������� ����� ���� ��������� ��� �����
�� ���� �������� ���� ��������������
���� ��� ������� ������ ���� �
��� ��� ������� ������ ����
��� ������� ������ ����� ���������� �� ������� ��� �������� ������� �� � ������
����������� �� ���� ����� ��� ���� �� ���� ������ �� ��������� ��� ������� �� ��
�������� �� �������� ������� ��� �� �������� N � M ��� {aij} �� ���������� ������� ���
[lj, uj] �� �� �������� ���� ��� ���� �� ��� ��� ���� �� �������� ���� ��� ������
j ∈ M � ��������� � �������� s ∈ S �� �� ���������� �� � ������ ����� csj ∈ [lj, uj] ���
���� ������ j ∈ M � ����� S �� ��� ��� �� ��� �������� ������������ �� ������ ��� ���
�������� ����� �� �� ����� �������� ���� ����� ��� ��������� ���� ��������� �� S� ��
����� ��� ������� ������ ���� �������� �� ������ X ⊆M � ���� ���� ����� ���� ��
N �� ������� �� �� ����� ��� ������ �� X� ��� ���� ��������� ������ �� ��� ���� ��
���� ������ ����� �� ���������� �� � ������������ ��� ��������� �������� �� �������
�� ������� ���� ������
��� ������� ������ ��������� �������� �� ���� �� ������ �� �������� ��� Γ ��
��� ��� �� �������� ���������� ��� ωs(X) =
�
j∈X c
s
j �� ��� ���� �� � �������� X ∈ Γ ���
��� �������� s ∈ S� ����� csj �� ��� ���� �� ������ j ∈ M �� s� ��� ������ ρs(X) ��
� �������� X ∈ Γ ��� � �������� s ∈ S �� ������ �� ��� ��������� ������� ωs(X) ���
ωs(Y s)� ����� Y s �� ��� ���� �� �������� ��� ��� �������� s� ���� ��� ������ �� �����
X ������� �� Y s �� �������� s ������� ��� ������� ������ ���� �� � �� ������ ���
�������� X∗� ����� �� �������� ������ ���� ���� ���� ��� ���� �� �������
X∗ = ���min
X∈Γ
max
s∈S
�
ωs(X)− ωs(Y s)
�
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�� ������� �� � �������� �� ������� ������ ���� �� ��������� �� ����� ���� ��
����� ��� ���� ��� �������� X = {1, 3} �� ������������ � �������� s ∈ S �� ��������� ��
����� ������� �� ���� ����� Y s = {2, 4} ��� ��� ������ �� X �� s �� ωs(X)−ωs(Y s) = 1�
����� ωs(X) = 7 + 4 = 11 ��� ωs(Y s) = 7 + 3 = 10� �� �� ���������� ���� ���������
��� ������ �� � ������� ������ ���� �������� �� �������� ����� ���������� � ������
�������� ����������� �� ����� � �����
�������� ����� ��� �� ������� ������ �� ��������� �� S� ����� � �������� X ∈
Γ� ��� �������� s(X)� ����� ��� ������ �� X �� ��� ���� �� ��� �� �������� ��
���������� �� � ��� ��� ������� ������ ������ ���� ������� �������� ����� ���������
����������� �� � ���� ������� ������� �������� �� ���� ������ �� ����� ������ s(X) ��
��� �������� ����� cs(X)j = uj� ��� ��� j ∈ X� ��� cs(X)j = lj� ��� ��� j ∈M \X� ���� s(X)
�� ��� �������� �� ����� ��� ������� �� X ���� ��� ������� �������� ���� ��� ��� �����
������� ���� ��� �������� �������� �����
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����� ���� ��� �� ������� �� �� �������� �� ������� ������ ���� ���� M = 4 ���
N = 9� ��� �������� X = {1, 3} �� ������������ ��� � �������� s �� ��� �������� �����
�� ���� ��� ���� �� �������� �� s� ����� �� X∗ = {2, 4}� �� ������������
������� ����� ��� �������� X = {1, 3} �� ������������ ��� �������� s(X) �� ���������
�� ����� ������� �� ���� ����� Y s(X) = {2, 4} ��� ��� ������ �� X �� s �� ωs(X)(X) −
ωs(X)(Y s(X)) = 3� ����� ωs(X)(X) = 8+4 = 12 ��� ωs(X)(Y s(X)) = 3+6 = 9� ��� ����
�� ��� ���� �� �������� ��� ���� ���������
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����� ���� ��� �� ������� �� �� �������� �� ������� ������ ���� ���� M = 4 ���
N = 9� ��� �������� X = {1, 3} �� ������������ ��� �������� s(X) ��� ��� ��������
X = {1, 3}� ��� ���� �� �������� �� s(X)� ����� �� X∗ = {2, 4}� �� ������������
���� ��� ������� ������ ���� �
��� ��� ������� ������ ����
��� ������� ������ ����� �������� �� ���� ������� �� � ������ ����������� �� �����
����� ��� ������ �� ���� ������ �� ��������� ��� ������� �� �� �������� �� ��������
������� ��� N � M � {aij} ��� T �� �� ������ ������� ��� [lj, uj] �� �� �������� ���� ���
���� �� ��� ��� ���� �� ������ �������� ��� ������ j ∈ M � � �������� s ∈ S ��
������ �� �� ���������� �� � ������ ����� bsj ∈ [lj, uj] ��� ���� ������ j ∈M � ����� S
�� ��� ��� �� ��� �������� ������ ��� ��� �������� ������� �� �� ����� �������� ���� �����
��� ��������� ���� ��������� �� S� �� ����� ������� ������ ���� �������� �� ������
X ⊆ M � ���� ���� |X| ≤ T ��� ����� ���� �� N �� ������� �� �� ����� ��� ������ ��
X� ��� ���� ��������� ������ �� ��� ������ �� ���� ������ ����� �� ���������� �� �
������������ ��� ��������� �������� �� ������� �� ������� ���� ������
��� Δ �� ��� ��� �� �������� ���������� ��� ψs(X) =
�
j∈X b
s
j �� ��� ������ �� �
�������� X ∈ Δ ��� ��� �������� s ∈ S� ����� bsj �� ��� ������ �� ������ j ∈ M ��
s� ��� ������ �� � �������� X ∈ Δ ��� � �������� s ∈ S �� ������ �� ��� ���������
������� ψs(Y s) ��� ψs(X)� ����� Y s �� ��� ���� �� �������� ��� ��� �������� s� ����
��� ������ �� ����� X ������� �� Y s �� �������� s �������� ��� ������� ������ ����
�� � �� ������ ��� �������� X∗ ���� ���� ���� ��� ���� �� ������� �� ��������� ��
�������� ������
X∗ = ���min
X∈Δ
max
s∈S
�
ψs(Y s)− ψs(X)
�
�����
����� ������ ����������� �� ������� ��� ��� ������� ������ ����� ����� ���
�������� X = {1, 3} �� ������������ � �������� s ∈ S �� ��������� �� ����� �������
�� ���� ����� Y s = {2, 4} ��� ��� ������ �� X �� s �� ψs(Y s) − ψs(X) = 1� �����
ψs(Y s) = 7+ 4 = 11 ��� ψs(X) = 7+ 3 = 10� �� �� ����� �������� ���� ��������� ���
������ �� � �������� �� � ������ �������� �� �������� ����� ������� ���� ������� �� ���
�������� ������ �� ������� ����� �� ����� �� ������� ys�
��������� ����� ��� �� ������� ������ �� ��������� �� S� ����� � �������� X ∈ Δ�
��� �������� s(X) ����� ��� ������ ��X �� ��� ���� �� ��� �� �������� �� ����������
�� � ��� ��� ������� ������ ������ ���� ������� ������� ����� ��������� �����������
�� � ���� ������� ������� ������� �� ���� ������ �� ����� ������ s(X) �� ��� ��������
����� bs(X)j = lj� ��� ��� j ∈ X� ��� bs(X)j = uj� ��� ��� j ∈ M \ X� ���� s(X) �� ���
�������� �� ����� ��� ������� �� X ���� ��� �������� �������� ������ ��� ��� �����
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����� ���� ��� �� ������� �� �� �������� �� ������� ������ ���� ����M = 4� N = 9
��� T = 2� ��� �������� X = {1, 3} �� ������������ ��� � �������� s �� ��� ��������
����� �� ���� ��� ���� �� �������� �� s� ����� �� X∗ = {2, 4}� �� ������������
�� ����������� �� ����� ������� ��� �������� s(X) �� ��������� �� ����� ������� �� ����
����� Y s(X) = {2, 4} ��� ��� ���� �� ������ �� X �� ψs(X)(Y s(X)) − ψs(X)(X) = 3�
����� ψs(X)(Y s(X)) = 8+4 = 12 ��� ψs(X)(X) = 3+6 = 9� ���� �� ��� ���� �� ��������
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����� ���� ��� �� ������� �� �� �������� �� ������� ������ ���� ����M = 4� N = 9
��� T = 2� ��� �������� X = {1, 3} �� ������������ ��� �������� s(X) ��� ��� ��������
X = {1, 3}� ��� ���� �� �������� �� s(X)� ����� �� X∗ = {2, 4}� �� ������������
��� ������� ������ ���� ��� ����� � ��������� ������� ����� ���� ���������
���� �� ������� ����� ����������� ������������ ���� �� ��� ����������� ���� ��� �����
������ ����� �� ����� ���� ������ ������ �� ���� �������� T ���� ��������� ���� ��
������� �� � ��� M �� ����� ��������� ���� ����� � ��� N �� ������������� �������� ���
���� ��� ������� ������ ���� ��
��������� �� �� ���� ��� ��� ������ �� ������� ����������� ���� ���� ������ �� ����
���������� ���� �� � ������� ����������� ����� ������ ���� ������� ��� �� ����� �����
��������� �������� ��� ������ ��������� �� ��� ������ �� ������ �� � ������������
���� ��� �� ��������
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��������� ����� ���� ��� ������� �� ��� ������� ������ ���� ��� ��� ������� ������
���� ��� ��������� ������
��� �������� ��� �������� ������� ������� �������� �� ������� �� ��� �������
������� �� �������� �� ���� �� ���� ��� ������� � ������������� ������ �������� ����
�� ������ �� �������� ��� {aij} �� �� ���������� ������� ��� D �� � ��� �� ������ ������
��� F �� � ��� �� ����������� ���� �������� �� ������ � ������ X ⊆ F ���� ��� ���� ��
����� ���� ���� ����� ������ ����� �� D �� ������� �� �� ����� ��� �������� �� F � ��
�� ����� ������� ���� ���� ������� �� �� ���� �� ����� ����� M ∼= F ��� N ∼= D�
������� �� ��� ������ ���� �������� � ������������ ����� ��� � ������ �����������
�� ������� �� ���������� ������
��������� ���� ������ ���� ����� �� � ���������� �������� ���� �� ������� ��� ������
������� �� ��� ������ ������� ��� ���� �� � ������� �������� �������� �������
������� ��� ��������� ��������� ������� �������� ���� ��������� �������� ��� ��
�������� N � M � {aij} ��� λ �� ������ ��� ��� ����� ��� ���� E ⊆M �� � ��� �� �����
����� ������� ���������� ��� H �� � ��� �� ��������� ��������� �� � �� ���� �����
��� ���� �� ������� ��� ��������� ������� ���������� e ∈ E� ���� ���� �� ����� h ≤ |H|
�������� ��� �������� �� ���� �������� ��� ���� ���� �� N �� ������� ���� � �����������
�� �� ����� λ� ��������� ������� �� ��� ������ ���������� � ���������� �����������
������������ ����� ���� �� � ��������� �� ����� �� ���� ��������� �������������
������ ���� �� ��������� �������� �� ������ ������ ������ ��� ������������ ��� ���
����������� �� ��� �������� ������
�������� �� ��� ������ ������� � �������� �������� ��� � ������� ������� ������� ��
������ ��� ���� ������������ �� ������� �������� �� � ������������� �������� ���� �������
�� �������� ���� �� ������ ��� ��� ����������� ���� ���� ��� ���� �� ��� ����� �������
� ��� �� ���������� ��� � ��� �� ������ ������� ���� ���� ��� ���������� ������ �� ������
�� ������������� ������� ������������� ������ ���� ���� ��������� �� � ���� ����
�������� ���� ��� ��� ������� ������� �� ����� �� �� ����� �� ������� ������� ���
�������� �� ���� ��������� ������� ���� ��������� ��� � ����� �������� ���� �����
���������� ��� ������ �������
��� �� ��� ��������� �������� �������� �������� ��� �������� �������� ������� ��
����� ��� ����� ����� ������������ ��� �� ��� ������� �������� � ������������ �����
����� �� � �������� �������� ������� ��������� �� ���� ���� ����� ����� ��������
����� ������������� ������ ���� ���� ��������� ����� ��� �������� �� �������� �� ���
������� ������� �� �� ����� � ����� ����� ������� ��� �������� ������� ���� ������ ���
�� ��� ������� ���������� � ������������ ����� ����� �� � ���� �� �������� �������
�������� �� ������ ����� ����� ������������ ��������� ������� ��� ��� �������� �� ���
������ ��������� ������������ ��� ����� �������� �� ������� �� ��� �������� ������ ��
������� ��� ������� ��������
����� �� ��� ������ �������� � ��������� �� ��� p������� �������� ����� ������
����� ��������� ������ ������� �������� �� ���� ���� ����������� ������������
����� ���������� ��� ���� �� ���������� �� ��������� ���� ���� ��� �������� ��
���� ������ ������ ����� ���� ���������� ��� ������ ������������ ����� � �����������
��������� ��� ������� ���� �������� � ����������� ��� � ������� ����������� ���
�������� ������������� ������ ���� �� ����� ���������� ��������� ������ ���������
������ ���� ��� ������� ����������� ��������� �������� ������ ��������� ���� ���
�������� ������������ ����� � ��������� �� ��� �������� ����� �������
������ ��� ����� ������ �������� � ��������� �� ��� ����������� �������� �����
���� ������� ����� �� ������������ �� �������� ��� ��������
�������� �� �������� ��������� ��
���� ������� �� ���� ���� ��������� ������������ �������� ���� �� �������� �����
�� ����������� �� ����� �� ��� ����������� �������� �������� ������� ������������
����� ���� ���������� ����������� �� ���� ���� ������� ��� ��������� ��� �� ���������
������������� ��������� ����� ������������� ������ ���� ��� � ��������� ��������
����� �� ��� ���� �� � ����� ���� �� �������� ������ ������ ��������� ���� ��� ���������
���� �������������� ���� �� ������� ������ ��� ��� ����������� ��������� ��� ����������
����� ��� � ���� ��� ������������� �� �������� �������� ������� ����� ���������� ������
����� �� ��� ������ ���������� � ��������� �� ����� �������� ���� �� ���������
�� ���� ���� ��������� ������� ��������� ��� ������������ ����� �� �������� ��
����� �� ������ ����������� ���� ���������� ����������� ���� ��������� ��� ����������
�� ��������� ������� ��������� �� � ������� ��� �������� �������� ���� �� ��� ������
�� ��������� ��� ���������� �������� ������ � ���� ������������� ������ ���� ����
�� � ��������� ���� �������� ����� �� ��� ���� �� ������� �������� ��������� ���� ���
�������� ������������ ����� �������� ��� ���������� ��� ����� �� ���� ��������� ��
����� �� ����������������� ��� ������� �� ��������� �����
��������� ������� �� ��� ������ ���������� � ������������ �������� �������� �����
��� ��� ����� ����� ������������ ����� ���� ���������� ����� � ������ ��� ������
������� ��� ������������ �� � ������������� �������� ��� ������� �������� � ����������
������������ ����� �� ��� ��������� �� ����� ����������� �� ������ �������� ���
�������� ��������� ��� ����� �� ��� ��������� ����������� �� ��� ������������ ������
��� �������� �������� �� ����� ���� �������� ��� ������� �������� � �������������
��������� ����� ��� ������ ������� �� ��������� �� � ���������� ������ ��� ��� ����
������� �� ������ �� � ��������� ��������� ��� � �������� ������������ ������� �����
������ ������� ��� ����������� ������ ������������� ������ ���� ���������� �������
������������� ��������� �� ���� �� ����� �� � ���� ���� �������� ���� ��� ���� �� ����
���������� ������� ������� ��������� ���� ���������� ��� ������ �� ������������ �������
�� ��� ����������� � ����� ��� ������ �� ������ ��������� ������ �������� ���� ����
�� �������� ��� ������ ����������� ��� ��� � ���� �� ��� ���������� ��������� ����
����� ��� ���������� ��� ���� ��������������� ���� ����������� ��� ������ �����
�������� �������� ������� �� ���� ������ ���� ����� ��������� �� ��� ����������� ���
���� ������ ��������� ���� ��������� ��� ���� ����� ������� �������� �������� �
������������� ������� ���� �� ������� �� ���� ��� ��������� ��������� ��������������
���� ��������� ������� ����� �� ���� �� ��� ��� ���� ���������� ��� ��������������
���� ������ ���� ������� ���� ��� ���������� ����������� ����� ��� ��������� �����
������� ������ ����� ��� ����������� ����������� ��� ���� ������� ������ ���������
�� ������� �� ��� �������� ���� �������� ������������ ����� ����� ��� ������� ��������
�������� ������������ �� �������� ��� �������� ����� ��� ���� ������ ����� �������
�� ������� �� ���������� ������
��������� ��������� ���� ��� ���� �� ������ ��� ����������� �� ��� ���������� ��������
�� ����� ��� ��������� ��� ��������������� �� ������� ������ ���� ��� �������
������ ���� ��� ����� �� ��� ���� ��� ������ ��� ��� ������� ���� ������� ������
���� ���� ��� ���� ��������� ������������� ����� �� ��� ���� �� ��� ���������� ����
��� ������ ���� �� ��� ���� ������� �� ��� ���������� �� ���� ���� ���� �������� ���
�������� ����������� ����� ��������� ������������ �� �� ��� ������ �������� ��������
������������ ������� ������������� ��� ��� �������� �� ������� ���� ���������� �� ���
��� ����������� ��� ��� ����������� �� ��� ������� ���� �������� �� ����� �������������
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������� �� �� �������� �������� �������� ��
�� ��
���� ��������� ����� • •
���� ������� ��� ������ ����� • • •
���� ��������� ��� ���������� ����� • • •
���� �������� �� ���� ����� • •
��� ���������� �� ���� ����� • •
���� �������� ��� ������������ ����� • •
�������� �������� �� ���� ����� • • •
�������� ����������� �� ���������� ��� ���� ����� • •
������� ������ ��� �������� ����� • •
������ ��������� �� ���� ����� • • •
������� ���� �� ���� ������ • • • •
������ ���� �� ���� ������ • • •
������ ������� ��� ������ ����� • • •
����� ������ �� ���� ����� • • •
�������� ����������� ��� ������� �� ���� ����� • • •
������� ������ �� ������� �� ���� ����� • •
�������� ������ �� ���� ����� • • • • •
��������� �������� �� ���� ����� • •
������� ������ ���� �������� ��� ��������� ����� • •
������� ������ ���� • • • •
����� ���� �������� �� ��� ��������������� �� ��� ������� ������ ����� ��� ������� ������ ���� ��� ������� �������� ����
��� �����������

������� �
������������ ������������
�� ���� �������� ��� ������������ ������������ ��� ��� �������� ������� �� ���� ������
��� ���������� ��� ���� ��������� ����� ��� ��� ������� ������ ���� ��������
��� ��������� ����� ������������ ������������ ��� �������� �� ������� ���� ����� ���
������������ ������������ �� ��� ���� ������� ��� ������ ������ ��� ������� �����
�������� ����� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ������� ������ ����
��� ��������� �� ������� ����
��� ���� ��� ������� ������ ���� ������������
����� N � M ��� {aij} �� ������ �� ������� ���� �� ����� �� cj �� ��� ���� �� ���������
������ j ∈ M � ���� cj �� ���������� csj �� ������ csj �� ��� ���� �� ��������� ���
������ j ∈ M �� ��� �������� s� ���� �������� X ∈ Γ �� ��� ���� ��� �� ��� ����
��� ������ ���� �� ���������� ���� � �������������� ������ �� �� ������ |M |� ���� ����
X �� ����������� �� � ������ x� ���� xj = 1 �� ������ j ∈ X ������� �� ��� ���������
��� xj = 0 ����������
��� ���� ����������� �� ����� �� ��� ��������� �������� ����� ��� ����
�������� ����� ��� ������ �������� ����� �� � �� ������ ��� �������� X ⊆ M ����
���� �� ���� ���� ����� ���� i ∈ N �� ������� �� �� ����� ��� ������ j ∈ x� ��������
����� ����� ������ ���� ����� ���� �� N �� ������� �� �� ����� ��� ������ �� M � ��������
��� ������ �� ��������� x �� ������ �� ������ �� �� ����� ���������� ���� ��� ��� Γ ��
�������� ��������� �� ����� �� ����������� ����� ��� ������
��
�� ������� �� ������������ ������������
min
�
j∈M
cjxj s.t. ������
j∈M
aijxj ≥ 1 ∀i ∈ N �����
x ∈ {0, 1}|M | �����
������ ��� ����������� ����� �� �������� ��� � ����� ������� ������ �����������
������ ����������� �� �������� �� ��� ������� ������ ����� �� �� ���������� �� ���
��������� �������� ����� ��� ��� ����������� ����� ��� ������ ����� ωs(ys) =
�
j∈M c
s
jy
s
j
�� ��� ���� �� ��� ���� �� �������� ys �� ��� ���� ��� ��� �������� s�
min
X∈Γ
max
s∈S
{ωs(x)− ωs(ys)} �����
����� ��� ��������� �������� ����� �� ��������� �� ������ �� ����� �� ����������
������� ��� ������ �� ωs(x) ��� ωs(ys)�
min
X∈Γ
max
s∈S
��
j∈M
csjxj −min
y∈Γ
��
j∈M
csjyj
��
�����
����� ��� ��� �������� s(x) ����� �� �������� ����� �� ��� �������� ����� ���
������ �� x �� ���� ��� �� ��������������� ������� �� ��� ������ ������ ���� s(x) ���
�� �������� �� ���������� �� � ��� ��� ������� ������ �� ������� ����� �������
������ ������ ����� ��������� ����������� �� � ���� ������� ������� ����� ������
��� ��� ������� ������ ����� s(x) �� ��� �������� ����� cs(x)j = uj� ���� xj = 1� ���
c
s(x)
j = lj ���������� �� ��� ���������� ��� ��������� �������� ����� �� ������� ���������
�� �������� ������ �� ���� � ��� ���� ���� ��� ����� ���� �������� s(x) �� �����������
�� ���� ����� ��� ���� �a� �� ����� ����� ��� ���� �� x �� s(x) ����� ��� ���� �b� �����
��� ���� �� ��� ���� �� �������� �� �������� s(x)�
s(x) = ���max
s∈S
��
j∈M
csjxj −min
y∈Γ
{
�
j∈M
csjyj}
�
�����
min
X∈Γ
��
j∈M
ujxj� �� �
(a)
−min
y∈Γ
��
j∈M
(lj + (uj − lj)xj)yj
�
� �� �
(b)
�
�����
�������� �������� ����� ��� ���� ���������� �� ������� ��� �������� ������ ����
������ ��� ���� �� ���������� �� ��� ������� ���� �b� �� �������� �� � ���� ��������
���� ���� ��� ������� ������ ���� ������������ ��
θ �� ����� ��� ��� ��������� ����� ������� ������ ����������� ������ �����������
�� ����� �� ��� ��������� �������� ������ ��� ����������� ����� ��� ������ ���� ������
θ = ωs(x)(ys(x)) �� ���� �� ����������� ����� ��� ������ �� �� ����� ������ ���� ���
������ �� ����������� ����� ����� ������������� ���� ��� ����������� �� M � ����� ��
�� ����� ���������� ���� ����� �� �� �������� �� ��� ���������� �� ������ � �������
���� ����������� ��� �������� ������� ������ �������� ����� ��� ��������� �������
����������� �� ��������
min
X∈Γ
��
j∈M
ujxj − θ
�
s.t. �����
θ ≤
�
j∈M
ljyj +
�
j∈M
yj (uj − lj) xj ∀y ∈ Γ �����
θ free ������
���� �� ������������ ��������� �� ��� ������� ������ ���� �� ������ lj =
uj = cj ��� ����� ������ j ∈ |M |� ������������� ��� ������� ������ ���� �� ���
����� ���� ������� �� ������ ���� ��� ���� ����� ��������� ��� ���� �� � ������
�������� X ∈ θ �������� ������� � ���� �������� �� ��� �������� s(X)� ���������� ���
�������� ������� �� ��� ������� ������ ���� �� �� P �� ��� ���� �� P = NP �
��� ���� ��� ������� ������ ���� ������������
����� N � M � {aij} ��� T < |M | �� ������ �� ������� ���� �� ����� �� bj �� ��� ������
�� ��������� ������ j ∈ M � ���� bj �� ���������� �� ������ bsj �� ��� ������ ��
��������� ��� ������ j ∈M �� ��� �������� s� ���� �������� X ∈ Δ �� ��� ���� ���
��� ������� ������ ���� �� ���������� ���� � �������������� ������ �� �� ������ |M |�
���� ���� X �� ����������� �� � ������ x� ���� xj = 1 �� j ∈ X� ��� xj = 0 ����������
��� ���� ����������� �� ����� �� ��� ��������� �������� ������ ��� ��� ����
�������� ������ �� ������� ��� ��������� �������� ������ �� � �� ������ ��� ��������
X ∈ Δ ���� ��� ���� �� ������� ������������ ������ ������ ���� ����� ���� �� N
�� ������� �� �� ����� ��� ������ �� M � ��������� ���������� ������ �������� ����
�� ���� T ������� ��� ��������� �������� ��� ������ �� ��������� x �� ������ ��
������� �� �� ����� ���������� ���� ��� ��� Δ �� �������� ��������� �� ���������� ��
����������� ������ �� �������
�� ������� �� ������������ ������������
max
�
j∈M
bjxj s.t. �������
j∈M
aijxj ≥ 1 ∀i ∈ N �������
j∈M
xj ≤ T ������
x ∈ {0, 1}|M | ������
�� �������� �� ��� ������� ������ ����� ��� ����������� ������ ���� �������
�������� ��� ���������� �� ���� ���� ��� ����������� �� ��� ����� �� bj� ���� ���
����� �� ��� ������� ��������� ��������� ������ ����� �� ���� ���������� ���� �� ���
����������� �� ��� ���� �������� ��� ������� j ∈ M ��� ��� �� ��� ������ ����� ��
��� �������� ��� ��� ��������� �������� �� ������ ����� ��������� �� ��� ������� ���
������� j ∈M ��� ��� �� ��� ������� ����� �� ��� �������� ��� ��� ��������� �������� ��
������ ����� ��������� ��� ���� �� ����� ������������ �� �� ������� ����������� ������
���� ������� ������ ����� ��� �� ������� �� ����� ����������
��� ������� ����� �������� ���� ���� ���� ��� ������ �� ������ ������
������ �� � ���� �������� �� ��� �������� ����� ��� ������ ������� ������ �� ���
���� ��� ��� ��������� ������ ���� ������� �� ���� ��� ���� ������� �� ��� �����
���� �������� ������� �� � �������� ���� �� ������� ���� �� ��� �������� ����� ��� ����
��������� ��� ��� ���� ������������
��� ������� ����� ���� ���� ���� ��� ������ �� ������ ���� ���� ������ ��
� ���� �������� �� ��� �������� ����� ��� ������ ������� ������ �� ��� ���� ���
��� ��������� ������ ���� ������� �� ���� ��� ���� ��� �������� �� ��� ������� �����
�������� ���� ������� ���� �� ����� � ����� ����� lb �� ������� ����������� ����
������ �� ���� ��������� �� ��� �������� ����������
����� ������� ����� �������� ����
��� ������� ����� �������� ���� �� ���������� �� �������� ��� ��������� ��������
������ �������� ��� ������ �� ������� ����������� ���� ���� ������ �� ���� ���������
�� ��� �������� ����� ��� ������ �� ������� ����������� �� ��� ���� ��� ����������
��� ������� ����� �������� ���� ��� �� ����� �� ������ ��� ��� ����������� ������
�� �������
���� ���� ��� ������� ������ ���� ������������ ��
maxmax
s∈S
�
j∈M
bsjxj ������
��� �������� ����� ��� ������ �� ������� ����������� �� ��� ���� �� �� ���
��� ���� bsj = uj� ���������� ��� ��������� �������� ������ ��� �� ��������� �� �������
max
�
j∈M
ujxj ������
�� ��� �� ���� ���� ��� �������� �� ��� ������� ����� �� ���������� �� �� ��������
�� ��� ���� ���� bj = uj� ������������� ��� ������� ����� �� ������� ��� ���
��������� �� ��� ���� ��� �� ���� �� ����� ��� ������� ������
����� ������� ����� �������� ����
��� ������� ����� ���� �� ���������� �� �������� ��� ��������� �������� ������
�������� ��� ������ �� ������� ����������� ������� ��� ���� ��������� �� ��� ����
����� ����� ��� ������ �� ������� ����������� �� ��� ���� ��� ���������� ���
������� ����� ���� ��� �� ����� �� ��� ��������� �������� ������ ��� ��� ����
�������� ������ �� �������
maxmin
s∈S
�
j∈M
bsjxj ������
�� ����� ���� ��� �������� ����� ��� ������ �� ������� ����������� �� ��� �����
��� �� ��� ��� ���� bsj = lj�
max
�
j∈M
ljxj ������
�� ��� ���� �� ���� ���� ��� �������� �� ��� ������� ����� �������� ���� ��
���������� �� �� �������� �� ��� ���� ���� bj = lj� ������������� ��� ������� �����
�������� ���� �� ���� ������� ��� ��� ��������� �� ��� ���� ��� �� ���� �� �����
��� ������� ����� �������� �����
�� ������� �� ������������ ������������
����� ������� ������ ����
�� ���� �������� ��� ����������� �� ��� ���� �� �������� ��� � ����� ������� ������
����������� ������ ����������� �� �������� �� ��� ������� ������ ����� �� �� ����
������� �� ��� ��������� �������� ������ ��� ��� ����������� ������ �� ������� �����
ψs(ys) =
�
j∈M b
s
jy
s
j �� ��� ������ �� ��� ���� �� �������� y
s �� ��� ���� ��� ���
�������� s�
min
x∈Δ
max
s∈S
{ψs(ys)− ψs(x)} ������
������ ��� ��������� �������� ������ �� ��������� �� ������� �� ����� �� ����������
������� ��� ������ �� ψs(ys) ��� ψs(x)�
min
x∈Δ
max
s∈S
�
max
y∈Δ
��
j∈M
bsjyj
�
−
�
j∈M
bsjxj
�
������
����� ��� s(x)� ����� �� �������� ������� �� ��� �������� ����� ��� ������ �� x
�� ��� ���� ��� ��� ������� �� ������ �� ��� ������ ������ ��� �� ������� s(x) ��
���������� �� � ��� ��� ������� ������ ������ ���� ������� �������� ����� ���������
����������� �� � ���� ������� �������� �� ��� ���� �� ��� ������� ������ ����� s(x)
�� ��� �������� ����� bs(x)j = lj� ���� xj = 1� ��� b
s(x)
j = uj ���������� ��������� ��
���� ������� ��� ��������� �������� ������ ��� �� ��������� �� ������� �� ���� � ��� ����
���� ��� ����� ���� �������� s(x) �� ����������� �� ���� ����� ��� ���� �a� �� ������
����� ��� ������ �� ��� ���� �� �������� �� �������� s(x)� ����� ��� ���� �b� ����� ���
������ �� x �� s(x)�
s(x) = ���max
s∈S
�
max
y∈Δ
{
�
j∈M
bsjyj}−
�
j∈M
bsjxj
�
������
min
x∈Δ
�
max
y∈Δ
��
j∈M
(uj + (lj − uj)xj)yj
�
� �� �
(c)
−
�
j∈M
ljxj� �� �
(d)
�
������
�������� �������� ������ �� ���������� ��������� ��� �������� �������� �� ������
�� ��� ������� ���� �c� �� �������� �� � ���� �������� µ ��� ��� ���� ����������� ��� ���
������� ������ ���� �� ����� �� ��� ��������� �������� ������� ����������� ������ ���
������ ����� ������ ���� µ = ψs(x)(ys(x))� ��� ����������� ������ �� ������� �� �� �����
������ ���� ��� ������ �� ����������� ������ ����� ������������� ���� ��� �����������
�� M �
���� ���� ��� ������� ������ ���� ������������ ��
min
x∈Δ
�
µ−
�
j∈M
ljxj
�
s.t. ������
µ ≥
�
j∈M
ujyj +
�
j∈M
yj (lj − uj) xj ∀y ∈ Δ ������
µ free ������
���� �� ������������ ��������� �� ��� ������� ������ ���� �� ������ lj =
uj = bj ��� ����� ������ j ∈ |M |� ������������� ��� ������� ������ ���� �� ����
�������� �������� ���� ������� �� ������ ���� ��� ���� ����� ��������� ��� ����
�� � ������ �������� X ∈ Δ �������� ������� � ���� �������� �� ��� �������� s(X)�
���������� ��� �������� ������� �� ��� ������� ������ ���� �� �� P �� ��� ���� ��
P = NP �

������� �
����������
���� ������� ��������� ��� ����� ��� ��������� ���������� �������� �� ���� ������ ���
����������� ������ ���� ���������� ������ ����� ��� ����� ���������� ��������
�� �������� ��� ��������� ����� ��� ��� ������� ������ ���� ���� ���� ���������� ��
���� ������ ��� ���� ��� �������� �� ������� ���� �� ��� ���������� ���� ��� ����������� ���
��� ������� ������ ����� �� ��� ������� ��������� ���������� ��� ��� ������� ������
���� ��� ��� ������� ������ ���� ��� �������� ��� ��������� �� ������� ����
��� ����� ����������
��� ���� ����� ��������� �������� ��� ��� ������� ������ ���� �������� ��� �����
����� ����� ������ �� � ������� ����� ��������� �������� �� ��� ������� �������������
��������� ������ �� �� ������� �������� �� ��� ���������� �� ��� ������������ ����������
���� ��������� ������ �� �� �� ���� �� ��� ������� ������� �� ����� ��� ������� ������
��������� �������� ������� � ��������� �� ���� ������ ��� ������� ������ �����
���� ������� ������� �� ���� ������ ��� ��� ������� ������ ���������� �������� ����
������� ��������� �� ���� ������
����� ������������ ������������� ��������� ��� ��� �������
������ ����
��� ��� ��� ��� ������� ������ ���� �� ����� �� ��� ������������ ����� �����������
��� ������������� �� ��������� �� ������� �� ��� ������ �� ����������� ����� ���������
������������� ���� ��� ������ �� �������� ����� ���� ��� ������� ��� �������� �� �����
�� ��� ������ ������� �� �������� ��� Γh ⊆ Γ �� ��� ��� �� ��������� ���� ������ ���
����������� ������ ��� ��������� ����� �� �������� �� ���� ���������� � ��� ����������
��
�� ������� �� ����������
�� ��������� ���� Γ \ Γh� �� ������� � ���� ������������ ��� ����� �� ��� ������
�������� ��� ����� ���� ��� ����� ����� �������� �� ������� ��� ������ ������� ��
����� �� ��� ����� ����� �� ���� � �� � �� �� �� ��������
θ ≤
�
j∈M
ujyj +
�
j∈M
yj (lj − uj) xj ∀y ∈ Γh �����
��� ����������� �� ��� �� ����� �� ��������� �� ��� ρ(X) = ωs(X)(X) −
ωs(X)(Y s(X)) �� ��� ���� �� ������ �� � �������� X ∈ Γ� ����� Y s(X) �� ��� ���� ��
�������� �� ���� �� ��� �������� s(X)� �� ����� �� ����� �� ��������� ������
�������� Γ1 �� ����������� �� ����� � �� � ���� ��� ���������� Xm ��� Xu� ��������
�� ��� ��������� ���� ����� ����� ���������� ��� ���������� ����� ��������� ��
������� ���� �� ��������� �� ���������� �� ��� ������� ��� ���� �� ����� 4 �� 10 ��
��������� ����� �� ���� �� �������� �� ����� �� ���� � �� � �� �� �� �������� ���
������ ������� �� ��� ���� Γh �� ���� �� ��� (Xh, θh) �� ��� ���� �� �������� �� ����
�������� �� ����� ��� ���� Xh �� �������� ��� ��� ������� ������ ����� ��� ��� �����
����� z �������� ���� ��� ������ ������� ��� ��� �� ����� �� ρ(Xh)� ������� ���
����� �� θh ��� ��� �� ����� �� ωs(X)(Y s(X))� ���������� � ���� ����������� �� ���
�� ���� � �� ����� �� ������ ��� ���� �� �������� Y s(X
h) ��� ��� �������� s(Xh)� ����
�������� �� ����� �� Γh+1 �� ���� �� ����� ������� � ��� ���������� ����� ���� ���� ���
�������� (Xh, θh)� ��� ���� ����� �������� X∗ �� ������� �� ���� �� ��� ��� ���������
������� h �� ����������� �� ���� �� �� z = ρ(X∗)� ��� ���� �� �������� X∗ �� ��������
�� ���� ��� ��� ����� ���� ���� ��������� ��������� �� �� ���� �� �������� �� ����� ��
�������� �� ��� �������
������ M,N,A, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X∗
� h← 1
� {Xm, Xu}← ���(M,N,A, [lj, uj] ∀j ∈M)
� Γh ← {Xm, Xu}
� ��
� (Xh, θh, z)← �������������(M,N,A, [lj, uj] ∀j ∈M,Γh)
� Y s(X
h) ←����(M,N,A, s(Xh))
� Γh+1 ← Γh ∪ {Y s(Xh)}
� X∗ ← ���minX∈{Xh,X∗} ρ(X)
� h← h+ 1
�� ����� z < ρ(X∗) ��� ��� ���� ����� �� ��� ������� �
�� ������ X∗
��������� �� ����������� �� ��� ��� ��� ������� ������ �����
���� ����� ���������� ��
����� ������������ ������������� ��� ��� ������ ����
��� ��� ��������� �� ��� ������� ������ ���� �� ����� �� ��� ����������� �������
������ ��� �������������� �� ��������� �� ������� �� ��� ������ �� ����������� ������
��������� ������������� ���� ��� ������ �� �������� ����� ���� ��� ������� ��� ���
������ �� ������ �� ��� ������ ������� �� �������� ��� Δh ⊆ Δ �� ��� ��� �� ���������
���� ������ ��� ����������� ������ ��� ��������� ����� �� �������� �� ���� ���������� �
��� ���������� �� ��������� ���� Δ \Δh� �� ������� � ���� ������������ ��� �����
�� ��� ������ �������� ��� ����� ���� ��� ����� ����� �������� �� ������� ���
������ ������� �� ����� �� ��� ����� ����� �� ���� � �� � �� �� �� ��������
µ ≥
�
j∈M
ujyj +
�
j∈M
yj (lj − uj) xj ∀y ∈ Δh �����
��� ����������� �� ��� ��� ��� ������� ������ ���� �� ����� �� ���������
�� ��� ρ(X) = ψs(X)(Y s(X)) − ψs(X)(X) �� ��� ���� �� ������ �� � �������� X ∈ Δ�
����� Y s(X) �� ��� ���� �� �������� �� ���� �� ��� �������� s(X)� �� �� ��� ��� ���
������� ������ ����� Δ1 �� ����������� ���� ��� ��������� Xm ��� Xu� ���� ��������
�� ��� ��� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ����� �� ����� �� ���������
������ �������� ��� ���� �� ����� 4 �� 10 �� ��������� ����� �� ���� �� �������� ��
����� �� ���� � �� � �� �� �� �������� ��� ������ ������� �� ��� ����Δh �� ���� �� ���
(Xh, µh) �� ��� ���� �� �������� �� ���� �������� �� ����� ��� ���� Xh �� �������� ���
��� ������� ������ ����� ��� ��� ����� ����� z �������� ���� ��� ������ �������
��� ��� �� ����� �� ρ(Xh)� ������� ��� ����� �� µh ��� ��� �� ����� �� ψs(X)(Y s(X))�
���������� � ���� ����������� �� ��� �� ���� � �� ����� �� ������ ��� ���� �� ��������
Y s(X
h) ��� ��� �������� s(Xh)� ���� �������� �� ����� �� Δh+1 �� ���� �� ����� �������
� ��� ���������� ����� ���� ���� ��� �������� (Xh, µh)� ��� ���� ����� �������� X∗ ��
������� �� ���� �� ��� ��� ��������� ������� h �� ����������� �� ���� �� �� z = ρ(X∗) ��
���� ��� ��� ���� �� �������� X∗ �� �������� �� ���� ���
����� �������� �������
������� ��� �������� ������ ������������ ���� ��� ����������� �� ��� ��� �� �����
����� ���� ��� ��� �� �������� ����� ��� ��� �� � �� ���� ������ �������� �� ����� ��
����� �� ��� ����������� �� ���� ������� ��� �������� ������ ��������� �� ���������
�� ��� ������ �������� ������� ����� �� ������� � ������ ���������� �� ���������
�� ��� ������ ����� ��� ��������� ��������� ����� �� ����� ��� ���� �� �������� ���
�� ������� �� ����������
������ M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X∗
� h← 1
� {Xm, Xu}← ���(M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M)
� Δh ← {Xm, Xu}
� ��
� (Xh, µh, z)← �������������(M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M,Δh)
� Y s(X
h) ← ����(M,N,A, T, s(Xh))
� Δh+1 ← Δh ∪ {Y s(Xh)}
� X∗ ← ���minX∈{Xh,X∗} ρ(X)
� h← h+ 1
�� ����� z < ρ(X∗) ��� ��� ���� ����� �� ��� ������� �
�� ������ X∗
��������� �� ����������� �� ��� ��� ��� ������� ������ �����
���� ���� ���� ��� ���� �� ����� ����� ��� ������ ������� �� ������� � ���������� ��
������ ��� ���� ��������� �������� ��� ��� ��������� �������� �� ���� ���������� ���
����� �� ��� ������ �������� ���������� ��� �������� ������ �� ���������� �� �� ��
������� ���� �� ����
��� ����������� �� �� �������� �� ���� ������ ��� ��� ������� ������ ���� ��
����� �� ��������� �� ��� ρ(X)� (Xh, µh)� Xm ��� Xu �� �� ������ �� ������� ������
�� ����� �� ����� �� ��������� ������ �������� Δ1 �� ����������� �� ���� ��� ����
�� ����� 4 �� 12 �� ��������� ����� �� ���� �� �������� �� ����� �� ���� � �� � �� �� ��
�������� ��� ������ ������� �� ��� ���� Δh �� ���� �� ��� αh �� ��� ��� �� ���������
��������� (Xhi , µ
h
i ) ����� �� ��������� h �� ��� ������ �������� �� ��� � ���� ����
������� �� ��� �� ���� � ��� ���� (Xhi , µ
h
i ) ∈ αh �� ����� �� ������ ��� ���� �� ��������
Y s(X
h
i ) ��� ��� �������� s(Xhi )� ���� �������� �� ����� �� Δ
h+1 �� ���� �� ����� �������
� ��� ���������� ����� ���� ���� ���� �������� (Xhi , µ
h
i )� ��� ���� ����� �������� X
∗
�� ������� �� ���� �� ��� ��� ��������� ������� h �� ����������� �� ���� ��� �� z = ρ(X∗)
�� ���� ��� ��� ���� �� �������� X∗ �� �������� �� ���� ��� �� ��� �� �����������������
�������� �� ��� ������� ������ �����
��� �������� ����� ��������� ������ ��������� �� ������� ������ ������� �� ��
� ������� ���������� ���� ��� �� �������� �� Γh �� Δh ������ ��� ���� ��������� �� ���
����� �� ��������� �� ��� ����� ����� �� ��� �� ���� 2� ���������� ��� ���������
���������� ����� ������ ������ ���� � ������ Γ1 �� Δ1 ���� ���
��� ��������� ���� ��������� ����� ��������� �� ������� ����� ��� �� ������ ��
��� ��� �� ���� ��������� h �� ������� ��� ��������� ����� �� Γh �� �� Δh �� h ���� ���
����� ���������� ���������� ��� ��������� ��� ����� �� Γh �� �� Δh �� ���� ����������
���� ����� ���������� ��
������ M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X∗
� h← 1
� {Xm, Xu}← ���(M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M)
� Δh ← {Xm, Xu}
� ��
� (αh, µh, z)← �������������(M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M,Δh)
� ������� Xhi ∈ αh ��
� Y s(X
h
i ) ← ����(M,N,A, T, s(Xhi ))
� Δh+1 ← Δh ∪ {Y s(Xhi )}
� X∗ ← ���minX∈{Xhi ,X∗} ρ(X)
�� ���
�� h← h+ 1
�� ����� z < ρ(X∗) ��� ��� ���� ����� �� ��� ������� �
�� ������ X∗
��������� �� ����������� �� �� ��� ��� ������� ������ �����
�� ��������� �� �� �� ����� ������ 11 ��� ��� ��������� ��������� �� ����� ������
����� ������ ��� ���
���������� �� ��� ������ ������� ���� ��� ��� �� ��������������� ���������� �������
�� ���� ��������� �� ���� ��������� �� ���� ����� ���������������� ��������� ��
��� ���� ������� �� ����� �� ����� ��� ���� ����������� �� ��� ������ �������� �����
���������� �� ��� ������ �������� �� �������� �� ��� ������� ������ ��������� ������
��� ������� ����� ���� ��� �������� �� � �������������� ����� ��������� �� ����
������� ��� �� �� ���� ������� ������ ����� ��� ���� �� �������� �� ���� �� �����
�� � ���������������� ���� �� ����� ������� ������ ��� ������� �� ������� ��� ������
����������� ����������� �� ��� ���� � ������ ������
��� ��� �������� �� ��� ������� ������ ���� �� ������� ��� �������� ������
��� �� ��� ������� ������ ���� �� ���� ������� ��� ��� ��� ������� ������ ���� ��
����� �� ��� ������ ���������� �� ��� ������������ ����� ������������ ������ ������ ���
����� ����� ��� ����������� �������������� ������� ������ ��� ����� �� ��� ���� �� ���
��� ��� ������� ������ ����� �� ���� ��� ��� �� ����� ���� ��� ��� ��� �������
������ ���� �� ��������� ������ ���� ��������� ������ ���� ��� ����������� ����� ��
��� ������ Δ� = Δ1 �� ����������� ������ ���� �� ������� �������� (X �, µ�) �� ����� �� �
���� �� ��� ����������� ����� � ��� �������� Y s(X
�) �� �������� �� ������� ��� ����
����������� �� ��� �������� s(X �)� ����� Y s(X
�) �� ����� �� Δ� ��� � ��� ������ ��� ��
���������� �� ��� ������ ����� �� ��� ���������������� ����� ���������� ��� ���� ���
�� ������� �� ����������
���� �� ������� ��� ���������������� ��������� ���� Δ� ∪ {Y s(X�)}� ���� ���������
�� ������� ������� ��� ���� �������� X � ������ � ��� ���������� ������ �� ��������� ��
������� ��� ������� ����� �� µ� � ��������� �� ���� ������
��� ����������� �� ��� ��� ������� ������ ���� �� ����� �� ��������� ��
��� ρ(X)� (Xh, µh)� Xm ��� Xu �� �� ������ �� ������� ������ �� ����� �� �����
�� ��������� ������ �������� Δ1 �� ����������� �� ���� ��� ��� ��������� �� ����
4 �� ��������� ����� �� ���� �� �������� (X∗, µ∗) �� ����� ��� ���� �� �������� X∗
�� �������� �� ���� �� ��� ��� �� ����������������� �������� �� ��� ������� ������
�����
������ M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X∗
� {Xm, Xu}← ���(M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M)
� Δh ← {Xm, Xu}
� (X∗, µ∗)← ��������������(M,N,A, T, [lj, uj])
� ������ X∗
��������� �� ����������� �� ��� ��� ������� ������ �����
��� ���� �������� ��� �� ���� ����� �� ���� 1 �� ��������� �� ��� �����������
��� � �� ���� ����� ��� ��������� ����� �� ��� ��� ����� �� Γh �� Δh ������ �������
��� ��� ���������� ���������� ��� ��������� ���������� ����� �������� ������
���� �� ������ ������ �� ����������� ����� �� ����� ���� ����
�� ���� �� ��� �� ������ ����� �� ��������� �������� �� ������ ����� �� ����
����� ��� ���� ����� �������� ���� ��� ����� ���� ���� �� ������������ ���� ���������
��� ����� �� ��� ���������������� ����� �� ��������� �� �� �� �������� ���� ���
�������������� ��������� �� ���� 3 ��� ��� ��������� ��������� �� ������ �������
��� ����������
�� ���� �������� ��� ���������� ��� �������� �� ��� ������� ������ ���� ��� ���
������� ������ ����� ��� �������������� ���������� ���������� ��� ���������� �����
���� �� ���� ������ � ���� ��������� ������� ��� ������� ������ � ����� ������ �����
�� ���� ����� ��� � ������ ����������� ����� ��������� ��������� ����� ��� ��������
������������ �� �������� ������ ������ ����� ��� ������ ������ ��� ��� ����� �� ������
������������ ���� ��� ���������� �� �� ��������� ������
���� ���������� ��
����� �������������� ����������
�������������� ���������� ��� ������� ������ ������������� ���� ������� �������� ����
���� �� �������� � ������ �� ��������� ��� ���� ���� ������� ��� ������������� ��������
���� ������� �� ���� �� ����� ���������� ����� ��� ���� �� ������ �� ���� ��������
�������� �� �������� ��� ��� ��� ���� ��� �������� ���� �� ������ �� ���������
��� ��������� ���� ���� ��������� ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��� ����
��� ������ ���� ��� �������������� �� ��� ��������� �������� �� ��������� ���
��������� ������� ��� ��� ������� ������ ����� ��� ��� ���� �������� sm �� ���
�������� ����� ��� ���� �� ���� ������ j ∈ M �� cmj = (lj + uj)/2� ����� ��� ���
������� ������ ����� sm �� ��� �������� ����� ��� ������ �� ���� ������ j ∈ M
�� bmj = (lj + uj)/2� �� �������� �� ������� ��� ��������� ������������� ���� �������
������� ���� ���� �� ����� �� ��� �������� sm ��� ��������� ��� �������� ���������
��� ����� ���� ���� ��������� �� ��������� ����� ��� ��� ������� ������ �������������
���� ������� ������� �� ������ ��� ���������� �� ���� �������� ��� ���� �������� ��
��������� ��� ��������� ������� ��� ��������� ����� ���� ��������� �������� �� �������
��� ��������� ������������� ���� ������� ������� �� ��� �������� su� ����� ��� ���� ��
���� ������ j ∈M �� buj = uj� ����� ��� ��������� ���� ����� ����� �� ��� �������
��� ���� �������� �������� �� �� ��� ���
������� ��� ��� �� ��������������� ��� ���� ��� ������� ���������� ����������
��� ���������� ����� ��� ��� ������� ������ �����
����������� ��� ��� Xa ��� Xb �� ��� �������� ��������� ��� � ������� ������� �� ����
������� ����� ��� ��������� ���������� ����� ���������� ��� ���������� ������
ρ(Xa) ≥
�
j∈Xa\Xb
uj −
�
j∈Xb\Xa
lj �����
������ ���� ��� ��������� �� ���� �� �������
ρ(Xa) = ωs(X
a)(Xa)− ωs(Xa)(Y s(Xa)) �����
≥ ωs(Xa)(Xa)− ωs(Xa)(Xb) �����
�� �� ���� �� ��� ����
ωs(X
a)(Xa)− ωs(Xa)(Xb) =
�
j∈Xa\Xb
uj −
�
j∈Xb\Xa
lj
�� ������� �� ����������
����� �������� ���� ������ � ��� �� �����
����������� ��� ��� ����� Xa ��� Xb �� ��� �������� ���������� ����� ��� ���������
���������� ����� ���������� ��� ���������� ������
ρ(Xb) ≤ ρ(Xa) +
�
j∈Xb\Xa
uj −
�
j∈Xa\Xb
lj �����
������
�� �� ���� �� ��� �����
ωs(X
b)(Xb) = ωs(X
a)(Xa) +
�
j∈Xb\Xa
uj −
�
j∈Xa\Xb
uj �����
�����
ωs(X
b)(Y s(X
b)) ≥ ωs(Xa)(Y s(Xa))−
�
j∈Xa\Xb
(uj − lj) �����
������� ���� ���������� ����� �� ������ ����� ��� Xc �� ������� �������� ��������
����� ωs(X
b)(Xc) = ωs(X
b)(Y s(X
b))� �����
ωs(X
a)(Y s(X
a)) > ωs(X
b)(Xc) +
�
j∈Xa\Xb
(uj − lj)
≥ ω(s(Xa)∪s(Xb))(Xc)
≥ ωs(Xa)(Xc) �����
�������� ������������ ����� ���������� ��� ��������� �� ωs(X
a)(Y s(X
a))� ����� ����
�������� ����� ���� ����� ������ �� ������
����������� ��� ��� Xamu �� ��� �������� �������� �� ��� ��� ρ(Xamu) �� ��� ������
�� Xamu� ����� ��� ��� �������� Xamu� �� ����� ���� ρ(Xamu) ≤ 2× ρ(X∗) ����������
��� ���������� ������
������ ����� Xamu �� ��� �������� �������� �� ���� �� ������� ��� �����������
���� ���������� ��
1
2
�
j∈Xamu
(lj + uj) ≤ 1
2
�
j∈X∗
(lj + uj) ������
������
�
j∈Xamu\X∗
(lj + uj) ≤
�
j∈X∗\Xamu
(lj + uj) ������
����� � ����� ���
�
j∈X∗\Xamu
uj −
�
j∈Xamu\X∗
lj ≥
�
j∈Xamu\X∗
uj −
�
j∈X∗\Xamu
lj ������
�������� ���������� ����� �� �������� �������
ρ(Xamu) ≤ ρ(X∗) +
�
j∈Xamu\X∗
uj −
�
j∈X∗\Xamu
lj ������
���������� ����� �������� ���� ������ ������
ρ(X∗) ≥
�
j∈X∗\Xamu
uj −
�
j∈Xamu\X∗
lj
≥
�
j∈Xamu\X∗
uj −
�
j∈X∗\Xamu
lj ������
�������� ��������� ������ ��� ������ � ��� ���� ρ(Xamu) ≤ 2× ρ(X∗)�
��� ����������� �� ��� �� ��������� �� ��������� �� �� ����� ��� ���� �������
������ ���� ��� ������� ������ ����� ��� ���� �� ��������� Xm ��� Xu ��� ���
��������� ���� ��� ����� ��� �������� �� ����� 1 ��� 2� ������������� ��� ���� �����
�������� X � �� ������� �� ���� � ��� �������� �� ���� �� ��� ����� ���� ���������� ��
��� �� ��� ���� �� ������� �� �������� �� �����
������ q,M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X �
� Xm ← �������������M,N,A, T �
� Xu ← ��������������M,N,A, T �
� X � ← ���minX∈{Xm,Xu} ρ(X)
� ������ X �
��������� �� ����������� �� ��� ��� ����������
��� �������� ����� ��������� ����� ��������� �� �� ������������� �� ��� ������
�� ������� �� ����������
���� �������� �� ���� �� ��� ������ ��� ������������ ������� �� �������� �� ��� �������
���� �� ��� ������� ��� �� � �������������� �� ���� ����� � ��� Q �� ���������� �������
�� � ������ ���� �� ������������� ��� ��������� �������� �� ������� ��� �������� �� ���
������� ���� ���� �� ����� ��� ���� �������� �� Q� ��� ��������� ��� �������� ����
��� ���� �� ���� �� ������� ��� sp �� ��� �������� ����� b
sp
j = {lj + (p× (uj − lj))
��� ���� j ∈ M}� �� ���� ���� Q = {sp | p = iq ��� i = 0, 1, 2, 3, · · · , q}� ����� ���
������ �� ��� ���������� q ��� ��� �� ���� �� �� ���� �� ��� ����� ��� �� ���� ����� ��
q� ��� ���� �������� �� ������ ������������� ���������� ��� ��������� �������� �� ���
��� �� ����� �� ���� �� ����� �� ����
��� ����������� �� ��� ��� ��� ������� ������ ���� �� ��������� �� ���������
�� �� ���� �� ��� q ���������� �� ��� �������� �� ����� � �� �� � ���� �������� �� ������
�� � ������� ��������� ��� ����� �� p ��� ��� �������� sp ��� �������� �� ����� � ��� ��
������������� ��� ���� �� ���� �������� Xp ��� ��� �������� sp �� �������� �� ���� ��
��� ��� ���� ����� �������� X � �� ������� �� ���� �� ��� ���� �������� ����� �� ���
�� �������� �� ���� �� ��� ��� ������� ���� ��� ��� ������� �� ��� ������� ������
���� �� �� ���� �� ��� ��� �� ������� ������ �����
������ q,M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X �
� ��� i ���� � �� q ��
� p← i/q
� ��� sp �� ��� �������� ����� b
sp
j ← lj + p× (uj − lj)� ∀j ∈M
� Xp ← �����M,N,A, T, sp�
� X � ← ���minX∈{Xp,X�} ρ(X)
� ���
� ������ X �
��������� �� ����������� �� ��� ��� ����������
����� ���� ���������
���� ��������� ���� ������� ��� ������� ����� �� � ������ ��������� ���� ��� ����
������������ ������� �� � ������ �� ���� ������� �������� ������� �� ���� ����� �����
�� ���� ����� ������� �� ���� ������ ����� ��� ��������� X i ��� Xf � ���� ���� ����
�� �� ��������� ��������� X i ���� Xf � �� �������� � ��� �� �������� ������ ����
��������� �� ��������� �� ��� ���� ���� �������� ��������� �� ��������� ������� �����
���� ���������� ����� �� ����� ���� �� ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��� ����
��� ������ ����� ���� �� ���������� �� ��� ��������� ���� ����� � ������ ������
�� �������� ���� �� ��� ������� ������ ���� ��� ��� ������� ������ ����� ���
���� ���������� ��
��������� X i ��� Xf ��� ����� � ������ ������ �� ������� L ����� L = X i ∩ Xf
��� L �= ∅� ����� �� ���� ���� ����������� �� ������ � �������� �� ������������
��������� ������� X i ��� Xf � �� ��� ���� ���� ������ ��������� ���� �� ����
�� ��� �� ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��� ������� ������ ����� ��� ����
�� ��������� ������� X i ��� Xf �� ������� ����� ��� �������� ������ ��� � ������ ��
X i ��� ��� �� Xf �� ������� ���� X i ��� ������� �� Xf ��� ��� �� X i ��� ����� ��
X i ����� ��� ����� �� X i ��� ������� ��� ���� � ������ �� Xf ��� ��� �� X i �� ����������
�� X i ��� ��� ��������� ������� �� X i ��� ��������
�� ���� �� � ���� �� �������� ��������� ���� �� ����������� ���� ��� ��� �� � ��������
�������� ��������� ����� �� ���� ��������� ��� ���� ��������� ����� ������ �� ���
���� �������� �� ��� ����� ��� ���������� �� ����� ���� ���� �� ������������� �� ���
���� �������� ���� � ���� ��������� �� ��� ���� ��� ���� �������� ����� �� ��� ��� ���
��� ������ �� ��� ����� �� ��� ������ �������� ���� � ���� ��������� �� ��� ���� �����
�������� �� ��� ���� �� ��� ��� ������� ��� ��� �������� ����� ��� ��� ��� ���������� ��
��� ��� ���� ��� �������� �� �������� ���� ���� ��������� ���������� ����� ��� �����
��������� ������ ��������� ������ �������� ������ ��� �������� ������� �� ������ ���
���� ���������� � ��� � ����� ������������� ������ � ������ ���� �� ������ � ������
����� ��� ���� ��� ��� ��������� ������������� �� X i �� ����� ���� �� ��� ���� ��������
����� �� ��� �� ��� ����������
��� ����������� �� �������� ��� ��� ������� ������ ���� �� ��������� �� ���
������� �� ��� P ��� Xsba ��� ������������� ��� ���� �� ��������� ��� ��� ���� ��������
����� �� ���� X � �� ����������� ���� Xsba �� ���� 1� ��� ���� �� ����� 2�16 �� ���������
��� ���� �������� �� ��� ����� X i �� ����������� �� ���� 3 ���� ��� i��� �������� �� ��� �����
��� ���� �� ����� 4�15 �� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ����� ������ X i ��� Xf �
Xf ��� ��� ���������� W ���������� ��� ������� j ∈ X i ��� j /∈ Xf ��� �����������
�� ����� 5 ��� 6� ������������� ��� ���� �� ����� 7�14 �� ��������� ��� ���� ������ ��
W � ������ � ������ l ∈ W �� ������� ���� X i� �� ���� �� ����� ������� l ∈ Xf ���
l /∈ X i ��� ����� �� X i �� ���� �� �������� ��� ���� ����� �������� X � �� ������� ��
���� �� ���� �� X � �� ��� �� P � ���� �� �� ����� �� ��� ���� �� ���� ��� ��� ���� ��������
����� �� �������� �� �������� �� ���� ���
��� ����������� �� �������� ��� ��� ������� ������ ���� �� ��������� �� ���
������� �� ��� P ��� Xsba �� ������ �� ������ X � �� ����������� ���� Xsba �� ���� 1�
��� ���� �� ����� 2�16 �� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ����� X i �� ����������� ��
���� 3� ��� ���� �� ����� 4�15 �� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ����� ������ X i�
Xf ��� ��� ���������� Z ���������� ��� ������� j ∈ Xf ��� j /∈ X i ��� ����������� ��
����� 5 ��� 6� ������������� ��� ���� �� ����� 7�14 �� ��������� ��� ���� ������ �� Z�
������ � ������ l ∈ Z �� ����� �� X i� �� ���� �� ����� ������� l ∈ X i ��� l /∈ Xf ���
�� ������� �� ����������
������ P,Xsba,M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X �
� X � ← Xsba
� ��� i ���� � �� |P | ��
� X i ← Pi
� ��� k ���� i �� |P | ��
� Xf ← Pk
� W ← ��������X i� Xf �
� ��� l ���� 0 �� |W | ��
� �������X i,W [l]�
� X i ← �����������l ∈ Xf ��� l /∈ X i�
�� X � ← ���minX∈{Xp,X�} ρ(X)
�� �� X � /∈ P ����
�� P ← X �
�� ���
�� ���
�� ���
�� ���
�� ������ X ��
��������� �� �������� ������������
������� ���� X i �� ���� �� �������� ��� ���� ����� �������� X � �� ������� �� ���� ��
���� �� X � �� ��� �� P � ���� �� �� ����� �� ��� ���� �� ���� ��� ��� ���� �������� �����
�� �������� �� �������� �� ���� ���
�� ��������� ��� ���������� ��� ���� 1�12 �� ��� ���� ���� ���� X i ← XSBA ��
���� �� ��������� ��� ���� ��������� ���������� ��� �� �������� ��������� �������� ��
��� ������� ������ �����
����� ����� ������
����� ������ ���� ����� ��� ����� ����� ���� �� ���� ����� �� � ������������� ���� ����
� ������ ������������ ������� ��������� H �� ����� � ��� ��� ���� ������� ���������
H � ��� ����� �� �������� ����� � ������������ ���������� �� ���� ����������� ������ ���
������� �� � �� � �� � ������� ��������� �������� ������� �� ����� � ����� ������
��������� �� �������� ��� ���� �� ��������� �� ������� �� ��� ��������� ��� ��������� ����
�� H � �������� �� ��� ��������� ��� ������� ������������ �� ��� �������� ���� ����������
��� ��������� H ����� � �������� �������� �� ������ ��� ����� ����� ��� ���� �� ���� ��������
�� ��� ������ ���� �� ��������� ��� �������� �� ���� ���������� ����� ����� ����� ���
��������� ��� ��� ��������� �������� ��� ��� ��� ���� ��� ���� ������ ���� �� ��������
�� ��� ���������
���� ���������� ��
������ P,Xsba,M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� X �
� X � ← Xsba
� ��� i ���� � �� |P | ��
� X i ← Pi
� ��� k ���� i �� |P | ��
� Xf ← Pk
� Z ← ��������X i� Xf �
� ��� l ���� 0 �� |Z| ��
� ����X i, Z[l]�
� X i ← ��������������l ∈ X i ��� l /∈ Xf �
�� X � ← ���minX∈{Xp,X�} ρ(X)
�� �� X � /∈ P ����
�� P ← X �
�� ���
�� ���
�� ���
�� ���
�� ������ X ��
��������� �� �������� ������������
� ������ �� �� ���������� �� ����� �� ���� �� ��� ������� ��� �� ��� ������������
���� ��� ������� ������� ������������� ���� ������� ��������� ���� �� ��� ���������
�������� ������� ����� ��� ����� ������ ��� ������� ���� ������� ����� ��� ����� �����
������ �������� ���� �������� � ������� ����� ����� �� ���� ������ ��������� �������
�������� ������ ������ ������� ��������� �������� ������� �� ���� ������ ��� ����������
�������� ���������� ��� ��������� ����� ���� ��� ����� ����� ������ �� ���� ������
���� �� ��� ������� ��������� � �� ��������� ��� ������ ������ �������� ��� �������
�� �� ����� ��� ������ ������ �������� ���� �������� �� ���� ������� ��� �� ��������
�� ���� �� ��� ������� �� �������� �� ����� ��� ������� ������ ���� ��� ��� �������
������ ����� �� ��������� �� ���� �� ��� �������� ��� ��������� �� ���������� ���
���������� ����� ����� �� ������� ��������� �� ���� �����������
��� ����������� �� �� ��� ���������� ������ ���� �� ��������� �� ��������� ��
��� ��������� ������ ���� M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M � ������ �� ������� �� ��� �������
��� �������� �������� X � ��� ��� ���� ����� �������� �������� XPM ��� ����������� ��
���� �� ��� ���� �� ����� 2�12 �� ��������� ����� X � �� ��� ��������� ����� ����� ��� �����
��� ��� ������� ��� ���� ���� T ������� ��� ������� ��� i ∈ N �� � ���� ��� ��� δ+(i)
�� ��� ��� �� ������� ���� ����� ���� i� ��� ��������� ���� i ���� ��� ������� δ+(i)
�� ��������� �� ���� �� ��� ���� �� ����� 4�9 �� ��������� ��� ���� ������ j ∈ δ+(i)�
��� ���� ����������� ����� ��� ���� �������� sm ∈ S �� ��� �� ���� 5 ��� �������
�� ������� �� ����������
� �������� �������� X �v ����� �������� ��� ������� �� X
�� ����� ρ(X �j) �� ���� �� ���
������ ���� �� ��������� ������ v �� ��� �������� X �� ����� �� ρ(X �j) �� ������� ���� ���
������� ����������� ���� ������ ���� ρ(X �j∗) �� ���� �� ��� ������ �� ��� ��� ��� ����� ���
��� ������ j∗ ∈ δ+(i) ���� ��� �������� ���� �� ������ ��� ��� ���������� ��������
X �j∗ ��� ������� �� ���� �� ����������� j
∗ �� �������� �� ��� ��� �� X � �� ���� ��� ��
������� ��� ���� �������� ����� ���������� ��� ��������� XPM � ����� �� ��� �����������
X �� ���������� ��� ������ �� ������� �� ���� ��� ��� �������� �� ���� ��� �� ��� ��
�������� ��������� �������� �� ��� ������� ������ �����
������ M,N,A, T, [lj, uj] ∀j ∈M
������� XPM
� X � ← ∅ ��� XPM ← ∅
� ����� X � �� ��� � �������� �������� ��
� ��� i ∈ N �� ��� ���� ���� ��� ������� ������ �� ������� �� ����� ���
� ��� j ∈ δ+(i) ��
� X �j ← ��������������� �j� X �� sm�
� �� ρ(X �j� < ρ(X
�
j∗� �� X
�
j∗ � ∅ ����
� j∗ ← v ��� X �j∗ ← X �v
� ���
� ���
�� ������ j∗ �� ��� ��� �� X �
�� XPM ← ���minX∈{X�
j∗ ,X
PM} ρ(X)
�� ���
�� ������ XPM �
��������� �� ����������� �� �� ��� ��� ������� ������ �����
����� ������ ����������� ���������
�� ���� ������� ��� ������ ����������� ��������� ����� �������� �� �������� �� ���
������ ��� ��� ������� ������ ���������� �������� ���� ������� �� ��������� �� ����
������ ������� ����� �� �� �������� �������� �� ��� ���������� ���� �������� �������
������������ ��� ������� ������ ���� ������� ��������� ����� ������������� ��������
���� �� �������� ��� �������� �� ������� �� ����������� ������� ������������ �����
�� �������� �� ��������� ��� ��������� ��������� �������� �� ������� ��� ���� ���� ���
���� ��� ����� ���� �� ������ �� � ��������� �������� ��� ����������� ��������� �����
���� �� ���������� �� ������ � ����� ���� �� �� ����� ����� �� ��� ���������� ���� ��
������� ���� ��������� �� ������� �� ��� ������� ������ ���� ��� �� ��� �������
������ ���� �� �������� ������� ��� �������� ������������� ������ ���� �������� X ∈ Γ
�� ��� ������� ������ ���� ��� �� ��� ������� ������ ���� �� ���������� ���� �
���� ���������� ��
�������������� ������ �� �� ������ |M |� ���� ���� X �� ����������� �� � ������ x� ����
xj = 1 �� ������ j ∈ X ������� �� ��� ��������� ��� xj = 0� ����������
������� ��� ��� ��� ������� ������ ����
������ ��� ���������� ����������� �� ��� ������� ������ ���� ������ ������ ��� ����� ��
��������� ����� �� �������������� ��� ��� ����������� �� ��� ���������� ���� ��������
��� ���� �� �������� �� ��� �������� s(X) �� ����������� �� ��� ���� (f)� �� ��� �� ����
���� ���� ���������� �� ���������� �� � ����� ����� ��� ���� �� � ������ j ∈ M ��
����� �� lj + (uj − lj)xj�
min
��
j∈M
ujxj� �� �
(e)
−min
y∈Γ
��
j∈M
(lj + (uj − lj)xj)yj
�
� �� �
(f)
�
s.t. ������
�
j∈M
aijxj ≥ 1 ∀i ∈ N ������
x ∈ {0, 1}|M | ������
����� ��� ������ ���������� �� ��� ���������� (f) �� �������� �� ��������������
min
�
j∈M
(lj + (uj − lj)xj)yj s.t. �������
j∈M
aijyj ≥ 1 ∀i ∈ N ������
yj ∈ [0, 1] ∀j ∈M ������
����� �� ��������� ������� ������ ��������� ������ �������� �� ��� ������ ������ ����
�� ����� ����� �� ��� ���������� ����������� �� ��� ������� ������ ������� ��� ��
�������� �� ��������� ��� ���������� (f) �� ��� ���� �� ��� ������ ����������� �� ���
���� �� ��� ������� ������ ����� ��� ���� �� ����������� ������������� �� ����� ��
��������������
�� ������� �� ����������
max
�
i∈N
νi s.t. �������
i∈N
aijνi ≤ lj + (uj − lj)xj ∀j ∈M ������
νi ≥ 0 ∀i ∈ N ������
�������� ��� ���� ����������� ��� ��� ������� ������ ���� �� �������� �� ���
������� ��� ���������� (f) �� ������ �� ��� ���� ���������� �������������� ��� ���������
����������� �� ����� �� ������� ������� ������� ������ ��� ������� ���� ����������� ��
�������� �� ��� ������ �� ����������� ������ ����� ������������ ���� ��� ���������
��� �� M � ��� ��� ��������� ��� ��� ������� ������ ���� �������� �� ������� ���
��������� ��� ���� �������� �� ���� ������������
min
�
j∈M
ujxj −
�
i∈N
νi ������
������� ��� ��� ��� ������� ������ ����
������ ��� ���������� ����������� �� ��� ������� ������ ���� �������������� ��� ������
�� ��������� ����� �� �������������� ��� ���� ����������� �� ��� ���������� ����
�������� ��� ���� �� �������� �� ��� �������� s(X) �� ����������� �� ��� ���� (g)� ��
��� �� ���� ���� ���� ���������� �� ���������� �� � ����� ����� ��� ���� �� � ������
j ∈M �� ����� �� uj + (lj − uj)xj�
min
�
max
y∈Δ
��
j∈M
(uj + (lj − uj)xj)yj
�
� �� �
(g)
−
�
j∈M
ljxj� �� �
(h)
�
s.t. ������
�
j∈M
aijxj ≥ 1 ∀i ∈ N �������
j∈M
xj ≤ T ������
x ∈ {0, 1}|M | ������
���� ���������� ��
����� ��� ������ ���������� �� ��� ���������� (g) �� �������� �� ��������������
min
�
j∈M
(lj + (uj − lj)xj)yj s.t. �������
j∈M
aijyj ≥ 1 ∀i ∈ N �������
j∈M
yj ≤ T ������
yj ∈ [0, 1] ∀j ∈M ������
����� �� ������� ������� ������ ������� ������� �������� �� ��� ������ ������
���� �� ����� ����� �� ��� ���������� ����������� �� ��� ������� ������ ������� ���
�� �������� �� ��������� ��� ���������� (g) �� ��� ���� �� ��� ������ ����������� ��
��� ���� �� ��� ������� ������ ����� ��� ���� �� ����������� ������������� �� �����
�� ��������������
min T ξ −
�
i∈N
νi s.t. ������
ξ −
�
i∈N
aijνi ≥ uj + (lj − uj)xj ∀j ∈M ������
νi ≥ 0 ∀i ∈ N ������
ξ ≥ 0 ������
�������� ��� ���� ����������� ��� ��� ������� ������ ���� �� �������� �� ���
������� ��� ���������� (c) �� ������ �� ��� ���� ���������� �������������� ��� ���������
����������� �� ����� �� �������������� ������������� ��� ������� ���� ����������� �� ����
����� �� ��� ������ �� ����������� ������ ����� ������������ ���� ��� ����������� ��
M � ��� ��� ��������� ��� ��� ������� ������ ���� �������� �� ������� ��� ���������
��� ���� �������� ��� ���� ������������
min (T ξ −
�
i∈N
νi)−
�
j∈M
ljxj ������

������� �
������������� ������ ����
������������� ������ ���� ���� ������� ��� �� �� ����� ���� �������� ���� ����
��� ����� ��� �� �� �� ���� ������� ������ ����� ��������� ������ ������� �����
���� ���������� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ��� ������� ��������
����� ��� ������ ���� � ��������� �� ��� ��� �������� ���� ��� ��� ����
���� ������ ��� ������ ��� ������������ �� ���� �� ��� ���� �� ���� �� ��� ����
��� ���� ��������� ���� ����� ���� ��� ����������� ���� ������ ����� ��������
������ ������� ������ ���� ������� ��������� ���������
��� ���� ���� ��� ���� �� ��� ������ ����� ��� ���� ��� ��� ��������� �� ����
������ �� ������� ��� �������� ������ ��� ��� ��������� �� ���� ��� ��� ���������������
�� ��������� ����������� ��������� ��� ��� ��� �������� �������� ��� ���� �������� �� ����
������ ��� ��������� ��������� �� ��������� ��� ��������� ������� �� �� ������� ���
�������� ������� ��� �������� ���� ������ ������ ��� ����� �� ������� ������� �����
����� ��� ����� ��� �� ��������� ���� |N | = 1000� |M | = 200� ��� ��� ������� ��
������ {aij} �� ��� ����� ����� ��� ��� �� ��������� ���� |N | = 2000� |M | = 200�
��� ��� ������� �� ������ {aij} �� ���� ��� �������� ����� ��� ��� � ��������� ����
|N | = 1000� |M | = 200� ��� ��� ������� �� ������ {aij} �� ��� �� ��������� ��
��������� ��� ��������� ������� ��� ���� ������ j ∈ M � ��� ������ �� lj ��� uj ���
������� ������������� ������ ��� ��������� U [0,λ] ��� U [lj, lj +λ]� ����� U [a, b] �������
� ������ ������ ��������� ������ �� ��� ����� [a, b]� ��� ��� �������� ������ λ ��
��� �� ����� ��������� �� ��� ������� ������ ����� ��� ����� �� T ��� ������ ��
T = 0.1× |M |� T = 0.2× |M | ��� T = 0.3× |M |� ����� ��������� ���� ��������� ���
���� ����� �� T ��� ��� ���� �������� �� ���� ������ ����� ��� ������ ���������� �
����� �� �� ��������� ���� ��������� �� ��� ������ ���� �� ��� ������� ������ ����
��� ������� ��� ��������� ���� �������� ��� ��� ������� ������ �����
���������������������������������������������������������������
��
�� ������� �� ������������� �����������
��� ������ ��� �� ��������� �� ������ ���������� �� �� ����� �� ���� ���� ����
��� ����������� ���� ��� ���������� ����� �� ����� ��� ���� ��� �������� �� ���
���� ������� ���� ������ ���� ��� �������� �� ��� ������������� ������� �� �����
��� ����� ��������� �������� ��� ��������� ���� |N | = 5 ��������� ��� |M | = 13
��������� ����� �� ����� ��� ���� ���������� ����� ���� ���������� ������ �� �����
����� ��� ��������� ����� ���� ������ ����� ���� ������� ������� ��������� ���� �����
������� ����� �� �������� ����� ������ �������� ��� ������ {aij} ��������� ������� �
�������� i ∈ N ��� �� ��������� �� � ���� �������� �� ���� j ∈M � ��� ��������� �� ����
��� ����� ���� ���� ����� �� ��� ������ �� T ��� �� ��� ������ ��������� [lj, uj]� ���
P kj �� ��� ����� ������ �� ����������� �� ��� k ������� ������������� �� ���� j ∈ M �
�� ���� ���� lj = (1− β)× (δ × P kj ) ��� uj = (1 + β)× (δ × P kj )� ����� δ �� � ������
���������� �� ��� ��������� ���� ����� ���� ���� �� � ���� �������� ������ �� ���� j�
��� β �� ��� ������ �� ������������ ���� ��� �������� ����� �� ��� ��������� �� �����
��� ���� �� ���� ����� ��� ����������� �� � ������� ������������ ��� �� ���������
��� ���� ���� ��� ����� �� ��������� �� ��������� ����� �� ����k�δ�β �� ����������
������ �� ������� ��� �������� ���� ���� �� ��� ����������� �� ������ ��� k ∈ {11, 21}�
δ ∈ {10%, 20%, 30%, 40%, 50%}� ��� β ∈ {10%, 30%}� ����� ���� ���� �� ��� ��
���������� � ��������� ������� ��� ����� �� T ���� � �� � ���� ��������� ���� ����������
��� ����� �� ��� ������������� ������ ���� ��� �� ������� ��� ����������� ��
��� ���������� �������� �� ���� ������ ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��� �������
������ ���� �� ��������� ��� ����������� ���������� �� ���� �������� ���� ����� ��������
���� ��� ���� ������� ����� �� ���� ������ ���� ���� � ������� ���������� ��� ����
������� �� ���� ������ ��� �� ���������� �������� ��� ���� ������� �� ���� ����� ���
�� ����� �� �������� �� ��� ������� ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��� �������
������ ���� ��� ��������� �� ��� ��� ���� �������������
��� ������� ��� ��� ������� ������ ����
��� ���� ������ ��� ��������� ��� ����� ���������� ���� �� ��� ��� �������� ���
��������� ����� �� ��� ��� �� 75 ����������� ���������� ��� ������� �� �� ���� �� ����
�� 900 �������� ��� ������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ���� ��� ��� ������
������� �������� ������������� ��� ���� ��� ��� ���� �|G|� �� ���� �������� ���� ���
����� ������ ������� ��� ������ �� ���� �� ��������� �|O|� ����� �� ��� �� ����
�������� ��� ����� ��� ������� �������� ���� ����� ��� (ρ(X
���)−z
ρ(X���)
)��� �� ���� ��� ��
��� �� �������� �� ��� ������ ������� ����� z �� ��� ����� ����� �������� �� �������
�� ���� ����� ��� ������ ������� �� ��� ���� ��������� �� ���� ��� ���� ������ �����
���� ������� ��� ��� ������� ������ ���� ��
����� ������� ������� �� �� ����� ��� ����� ������ �������� ��� ������� ������ ��
����������� ������ �� ���� �� ����� �� ��� ������ �� ���� ����� �� ��� ������ ��������
��� ���� ���� �� �������� ��� �� ��� ���� ������������� �� ������� � �� �� ��� �� ��
��� �� �� ����� ���������� ����� �� ���� ��� ����� ����� z �� �������� �� ��� ������
���������� �� ����������� ������������ ������ ������ ��� ����� ���� Γh ���������� ��� ���
��� ���� ������� �������� ����� �� ���� �� ���� ����� ��� ��������� ���� ���������
������ ��� ��� ��� ���� ����� ��� ���� ������� ���� ��� ������������ �� ��� �����
�� ������� ��� �������� ������� ��� �� ��� ��������� ����� ��������� ������ �����
��� ����� ����������� ������� �� ����� ��� ���� �� �������� �� ����� ��������� ����� ��
����������� ��� ���� �� �������� �� ���� ��������� ��� �� ��� ��� ������ ��� ���� ��
��������� ��������� �� �� ����� ���������� ���� ��� �������� ���� ����� ��� �� ��
�������� ��� �� �������� ������� ���� ���� �� ��� ��������� ���� �������� ��������
������ ������� �� ��� ��������� ������ �� ����������� ����� ������������� ���������
������ ��� ��� �� ��� ���� �� ������������ ��� ����� ����� ���� �� � �� ����� ����
���� �� ��� ���������������� �����
� �� � �� ������ ���� ���������� ����� �� ���� ����� ��������� ��� �����������
�� ���� �� ��� ��� �������� ��� ��������� ����� ��� �� �������� ��� ����� ������
�� ��������� �� ������ ���� ��� ������ ��� ��� ��������� ���� M = 500� N = 100
��� ��� ��������� �� ���� ������ j ∈ M �� �� ���� �� ���� ������ ����� ��� ����
�� ��� ������ ��� ������� ��������� ���� ���� ������ ����� ��� ������ ��������
�� ��������� � ���� ���������� ������� ���� �� ��� ���� �� �� � ������� ���� ���
��������� ��� ������ �� ���� ����� �� ���� ���� 900 ������� �� ��� ����������� �������
�������� ���� ��� ��������� ����������� �� ��� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���
��� ��� ������� ��������� �� ��� �� ���� ���� ��� ����� ��� ���� �� �������� ��
������� ����� ��� �� ����� ��������� �� ���� ���� �� ��������
��� ������ ������ ��� �������� ��� ���� �������� ���� ��������� ���������� ���
��� ��� �� 75 ����������� ���������� ��� ������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ����
������ �������� ��� �������� ����� ����� ��� ������ ������ ������� ��� ������� ����
������� ��������� ρ(X
���)−ρ(X�������)
ρ(X���)
(%) �� ��� ��������� �������� �� ��������� ��������
�� ����� �� ��� ����� ��� ����� ������ ����� ��� ������� ������� �� � ��� ���� ���
�� ���������� ��� ���� ���� �� �������� ��� ��������� ��������� ��� ���������
������������� �� ������� � ��� �� � ��� � ��� � ��� �� ���� ������� ��������� ����� ���
���� �������� ��� ��� ����������� ��� � �������� ���������� ��������� ����� ���� ���
��������� ����� � ������ ������� �������� ��������� ���� � ��� ������ ��� �� ��� �����
���������� ������� �������� ���� �������� �������� ������ ��������� �� ������� �����
��������� ��� ��������� ���� ���� �� � ���� ��� ����� ��� ����������� �� ���������
����� ��� ������ �� ��������� ��������� ������ ����� ��� �� ���� �������� �� ��� ���� ��
�� ������� �� ������������� �����������
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��� �� ���
�������� |G| |O| ��� � ��� ���� |O| ��� � ��� ���� |O| ��� � ��� ����
������� �� � ����� ������ ����� � ����� ������ ������ � ����� ������ ������
������� �� � ����� ������ ����� � ����� ������ ����� � ����� ������ ������
������� �� � ����� ������ ����� � ����� ������ ������ � ����� ������ ������
������� �� � ����� ������ ����� � ���� ������ ������ � ���� ������ ������
������� �� � ����� ������ ����� � ���� ������ ����� � ����� ������ ������
������� �� � ����� ������ ����� � ���� ������ ������ � ���� ������ ������
������� � � ���� ������ ����� � ���� ������ ������ � ���� ������ ������
������� � � ����� ������ ����� � ���� ������ ����� � ���� ������ ������
������� � � ����� ������ ����� � ���� ������ ������ � ���� ������ ������
������� �� � ����� ������ ����� � ���� ������ ������ � ���� ������ ������
����� ���� ���������� ����� ��� ����� ���������� �������� �� ������� ��� �������� ������ �� ��� ��� ����
��������� �������� ��������� ��������
�������� ��� ��� � ��� ��� ��� ���� ��� ��� � ��� ��� ��� � ���
������� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� �����
������� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ���� �����
������� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� �����
������� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� �����
������� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� �����
������� ���� ����� ���� ������ ���� ����� ���� ������
������� ���� ����� ���� ������ ���� ����� ���� ������
������� ���� ����� ���� ������ ���� ����� ���� ������
������� ���� ����� ���� ������ ���� ����� ���� ������
����� ���� ���������� ����� ��� ���� ��������� ���������� �� ��� ��� ����
�� ������� �� ������������� �����������
�������� ���� �� ������ ���������� �� ����� ��� ���������� ��������� �� ��������� �����
��� ������� ��������� �� ����� ������ �������� ���� ��� �� ���������� ��� �� ���� ��
� ����� ��� ����� �����������
��� ����� ������ ��� ��������� ��� ���������� ��� ��������� ��� ���������
������� ���� ��������� ��� ��� �� ��� ��� ��� �� 75 ����������� ���������� ���
������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ���� ������ ������� ��� �������� ����� ����
����� ��� ������ ������� ��� ������� ���������� ��������� ρ(X
���)−ρ(X���)
ρ(X���)
(%) �� ��� ���
������� �������� �� ���� ��� �� ��� �������� �� ����� �� ��� ����� ��� ����� ������
����� ��� ������� ������� �� � ��� ���� ��� ���� ���� �� �������� ��� ���� �����
���� ��� ��� ��� ������������� �� ������� � ��� �� � ��� �� � ��� � ��� �� ��� �� �
������ ���� ������� ��������� ����� ��� ���� �������� ��� ��� ����������� ��� � ��������
���������� ��������� ����� ���� ��� ��������� ����� � ������ �������� �������� ���� �
��� ������ ��� �� ��� ����� ���������� ������� �������� ���� ��� �� ��� ��������� ����
��������� ������ �� ������� ����� ��� �������� ��� ���� ������� ������� �� ��� ��
��� �� ���� �������� ���� ��� ����� ��������� �� ���� �� ����� �� �������� ��� ��
��������� ���� ���� ������������� �� �� ��� ����������� �� ��� ����� ���� �� ���
������� �������� ������ ���� ��� ����������� ������ �� ������ ��������� ��� ��� �������
������ ����� ����� ��� ����� ���� ���� ���� ��������� ���� �������� ��� ���
������ ��� ����� � ������� ��������� ��� �������� � ��������� ����� �� ����
���� ���������� ��� ��� �� ��� ���������� ������ ���� ���� ��� �� �� �� ��������
������ �� ��� ���� ��� ���� �������� ��� ��� �������� ������������� ���� ����� ��
��������� ����� 140 �������� ������� ��� ������� ���������� ���� ����� ����� �� ��� 136
�������� �� ��� �� ���� ���� ��� ���� ������ 90 ������� �� ��� ��� ���� �������� ���
���� ��������� ������� �� ���� ���� 20 �������� ������� ������ �� ��� � �������� �����
�� ������ ���� ��� ���� ����� �� ��� ����� ����������� �������� �� ��� �� ������� ����
��� �� ��� ������� ���������� ����� �� ���� ���� 0.01 ������ �� ������ ��� ���� ���������
��� ������ ������ ��� ��������� ��� ����� ���������� ������� ��������
����� ��� ������� ��� ������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ������� �� �� ����
���� �� ���� �� 3600 �������� ��� ���� ��� ��� ������ ������� �������� �������������
��� ���� ��� ��� ���� �|G|� �� ���� �������� ���� ��� ����� ������ ������� ��� ������
�� ���� �� ��������� �|O|� ����� �� ������ �� ���� �������� ��� ����� ��� �������
�������� ���� ����� ��� (ρ(X
���)−z
ρ(X���)
)��� �� ������ �� �������� �� ��� ������ �������
��� ���� ������ ����� ������ ������� ������� �� �� ��� ���� ���� �� �������� ���
�������� ����� ��� ������� ������������� �� ������� � �� �� � �� �� ��� �� ��
��� �� ���� ����� ��� ��������� ���� ��������� ������ ��� ��� ��� ���� ����� ��� ����
������� ����� ��� ������������ �� ��� �� �������� ���� ������� ��������� ������
����� ����� ����������� ������� �� ����� ��� ���� �� �������� �� �������� ����������
���� ������� ��� ��� ������� ������ ���� ��
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��� ��� �������� ��� ��
�������� ��� ��� � ��� ��� ��� ���� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ���
������� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� ������ ���� ������
������� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ������ ���� ������
������� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ������ ���� ������
������� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� ����� ���� ������
������� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� ����� ���� ������
������� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� ������ ���� ������
������� ���� ����� ���� ����� ���� ������ ���� ������ ���� ������
������� ���� ����� ���� ����� ���� ������ ����� ������ ���� ������
������� ���� ����� ���� ����� ���� ������ ���� ������ ���� ������
������� ���� ���� ���� ����� ���� ������ ����� ������ ���� ������
����� ���� ���������� ����� ��� �������� ���������� �� ��� ��� ����
������ ������� ����� ������
�������� |G| |O| ��� � ��� |O| ��� � ��� |O| ��� � ��� |O| ��� � ���
������� �� � ����� ������ � ����� ������ � ����� ������ � ����� ������
������� �� � ����� ������ � ����� ������ � ����� ������ � ����� ������
������� �� � ����� ������ � ����� ������ � ����� ������ � ����� ������
������� �� � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������
������� �� � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������
������� �� � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������
������� � � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������
������� � � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������
������� � � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������ � ���� ������
������� �� � ���� ������ �� ���� ������ � ���� ������ �� ���� ������
����� ���� ���������� ����� ��� ������� �������� ����� ��� ������ �� ��� ��� ����
���� ������� ��� ��� ������� ������ ���� ��
����� ������� ����� ��� ������ ����������� ��� ���� �� �������� �� ���� ���
��� ��� ���������� ������������� �� ��� ���� �� �������� ���� �������� ��� �� �� ��
��� ����� ���������� �������� �� ������� ��� �������� ������ �������� � ������ ���
����������� �� ��� ������� ����� ������ ��� ����� ������ ������������� ���� ��
��������� �� ��� ��� ��� ��������� ����� �� ������ ���� ���� ��������� ����� �������
��� ������ ������ ������������� ���� �� ��������� �� �������� ��� ��� ��������� �����
��� ������ ���� ����� ���������� ���� ������� ��� �� ��� ������� ������ �� ����������
������ �� ����� ��� ���� �� �������� ���� ��� �� �������� �� ��� �� ��� �� �����
�� ���������� ��� ������� �� � ��� ���������� ���� �� �� �������� �������� ����� Γ1 ��
������� ������ ���� ��� �� ���� ����� �� ������ � ����� ������ �� ��������� �� ����
����������
��� ������� ��� ��� ������� ������ ����
��� wl =
�
j∈M lj �� �� ����� ����� �� ��� ������ �� ������� ����������� ���
ψl(X���) =
�
j∈X��� lj �� ��� ���������� ������ ������ �� ���� ��������� �� ��� ���� ��
�������� X��� ��� ��� ������� ����� �������� ����� ��������� ��� wu =
�
j∈M uj ��
�� ����� ����� �� ��� ������ �� ������� ����������� ��� ψu(X���) =
�
j∈X��� uj
�� ��� ���������� ������ ������ �� ���� ��������� �� ��� ���� �� �������� X��� ��� ���
������� ����� �������� ����� ��� ��������� ���������� ��� ���� �� ��� ����� �� ��������
dev(wu) ��� dev(wl) ����� ����� ������������ ��� ��� ���������� ψu(X���)/wu��� ���
ψl(X���)/wl����
��� ���� ������ ��� �������� ��� ����������� �� ��� ������������ �� ��� ����
��� ����� �������� ���� ��� �� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ��� ��
��� ��������� ���������� ��� ������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ���� ������
�������� ��� �������� ����� ��� ������ ������ ����� ��� ����� ����� wu ��� ���
����������� ��������� dev(wu) ������ �� ����� ��� ���� ����� �� T = {2, ..., 6} ����
������� � �� �� ������ � �������� wl ��� ��� ����������� ��������� dev(wl) ������ ��
����� ��� ���� ����� �� T = {2, ..., 6} ���� ������� � �� ��� ���� �� ��������� ��� ���
��������� �� ���������� ����� �������� ���� ��� ���������� ����� �������� ����
���� ����� �� ���� ���� 0.1 �������� ����� ����� ���� ����� ������ ��� ��������� �����
��� ��������� ��������� ����� ��������� ��� ������� ����� ����� �� �� ����� ��������
�� ����� �� ������� �� � �� ���� ����� ��� ������������ �� ���� ��������� �� ���� ��
�������� ����� ����� ������� ������� ��� ���� �� ���������� �� ��� ���� �� ���� ���� ���
���� ���������� ���� �������� ���������� ��� ������ �� ������ ��������� ���� ���������
�� ������� �� ������������� �����������
����� ������ ��� �� �������� ������� ��� �������� ���� �� ����� ���� ����� ����������
��� ������ �� ���� ��������� ������ �� ��������� ����������� ��� �� ��� �������� ���
����� ��������� ������������
��� ������ ������ ��� �������� ��� ����������� �� ��� ����� ���������� ���� ��
��� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��������� ��������� ���������� ��� ������� ��� �������� ��
����� ���� ��� ���� ������ �������� ��� �������� ����� ��� ���� ����� �� T = {2, ..., 6}�
��� ��������� ������� ��� ��������� ��� ���� �� ������ ρ(X∗) = ψs(X
∗)(Y s(X
∗)) −
ψs(X
∗)(X∗) �� ��� ������� ������ ���� ���� �� �������� X∗� ��� ��� �������� ������
ε(X∗) = ρ(X
∗)
ψs(X
∗)(Y s(X∗)) �� X
∗� ���� X∗ �� �� ���� ε(X∗)��� ��� ���� ��� ���� ��������
�������� �� ��� ��������� �� S�
�� � ������� ����� ����� �� ��� ������� �� ���� ρ(X∗) ��� ε(X∗) ������ ��������
����� T = 3 ��� ����� ���� �������� ������������� ���� T = 4 �� T = 6� ��� ��
�������� T � �� ��� ������� ������ ����� ���������� �� ��� ������ �� ���� ���������
�� ������� ���� T �� ρ(X∗) ��� ε(X∗) ���������� ���� ������� ����� ���� T = 2 ��
T = 3� ��� ������ �� ����������� ������ ������ �� � ���� ��������� ������������� ��
��� ��������� ����� ������ ���� ��� ������ �� ����������� ��������� � ���� ��������
���� �� � ������ �� ���������� ���� ��������� �� �������� �������� ���� ����� ���������
��� ��������� ���� ���� T = 4 �� T = 6� ����� ��� ������ �� ����������� ������ ������
�� � ���� ��������� ������������� �� ��� ��������� ����� ������ ���� ���� ����� ��� �
������ �� ��������� ���� �������� ��� ��������� ������� ��� ���������������� ��������
��������� �� ��� �� �������� �� ��� � ������ �� ���� ��������� ������� ���� T ��
���� ���� �� ��� ��� ����� �� ���� ���� �� ��������� ��� ��� ��������� ���
�������� ���� ���� ����� �� ��� �� �������� ���� ��� ������� ����� �������� �����
��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ������� ������ ����� ������� ��� �����
������ �� ��� ��������� ����� ������ ��� �� ��� ���� ������� ��������� ����� �� ����
��������� ��� ��������� ���������� ���� �� ���� �������� �� ������� ��� ���� ����������
�� ����� �� ������� �� �� ��� ��������� ����� ������ �� ���� ���� 0.1 ������� �� ����
�� ��� ����
��� ������ ���� ������� ������ ��� ������� ��������� �� � ��������������� ����
���� �� ����� �� ����� ���������� ��� ��������� ���������� ��� ������������ �� � ���������
������ �� ���� ���������� ��������� �� ��� ���� ������� �������� ��� ������� ����� ����
����� ����� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ������� ������ ����� ���
������� ���� ����� ��� ������ �� ���� ������� ��� �� ��� ����� ��� ��������� ��� ��������
�� ������� ��������� ��� �� ������� ��� ����� ����������
��� ����� ������ ��� �������� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ����
��� ����� �������� ���� �� ��� ��� �� 225 ����������� ���������� ��� ������� �� ��
���� �� ���� �� 3600 �������� ��� ������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ���� ������
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������� ����� �������� ���� ������� ����� �������� ����
�������� wu
dev(wu)
wl
dev(wl)
T = 2 T = 3 T = 4 T = 5 T = 6 T = 2 T = 3 T = 4 T = 5 T = 6
������������ ���� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ���� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ���� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ���� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
������� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ���� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ��� ��������� �� ����������
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T = 2 T = 3 T = 4 T = 5 T = 6
�������� ρ(X∗) ε(X∗) ρ(X∗) ε(X∗) ρ(X∗) ε(X∗) ρ(X∗) ε(X∗) ρ(X∗) ε(X∗)
������������ �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� � ����
������������ ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� �����
������������ � ���� �� ���� ��� ���� ��� ���� � ����
������������ ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ����
������������ � ���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� � ����
������������ ��� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ����� ��� ����
������������ �� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� � ����
������������ ��� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ����� ��� ����
������������ �� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� � ����
������������ ��� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ����� �� ����
������������ ��� ���� ��� ����� ��� ���� ��� ���� � ����
������������ ��� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ����� ��� �����
������������ ��� ���� ��� ����� ��� ���� ��� ���� � ����
������������ ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ����
������������ ��� ���� ��� ����� ��� ���� ��� ���� � ����
������������ ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ����
������������ ��� ���� ��� ����� ���� ���� ��� ���� � ����
������������ ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ����
������������ ��� ���� ���� ����� ���� ���� ��� ���� � ����
������������ ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����
������� ����� ����� ����� ���� ����
����� ���� ������� �� ���� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��������� �� ����������
���� ������� ��� ��� ������� ������ ���� ��
�������� ��� �������� T < |M |� ����� ���������� ��� ���� �� ������ �� �������
������� �� �������� X� ����� ��� ������ ��� �������� ��� ���� �� ���� �������� ����
��� ������� ������ �� wu� ψu(X���) ��� dev(wu)� ���������� ������� ��� ���������
������������ �� ������� �� � ��� �� ��� ������� ������� �� � ����� �� ��� � ��� ����
��� ����� �������� ���� ���� �� �������� �� ����� �� ��� ����� ������� �� ���� ����
�� �������� ��� ��� ������� ����� �������� ���� �� ������� � �� ��� ������������� ��
��� �� ���� ���� ���� �� ��������� ��� ���� ��� ������� ����� �������� ���� ���
��� ������� ����� �������� ���� ���� ����� ��������� ������� � ������� �� ��� ���
��������� ���������� �������� ��� ��� ������� ���� ��� ������� �� ��� ��������� ��� ������
� ���� �� ��� ����������� ������� �� �� ��������� ��� ������� �������� ������ ��
������ ������ ������ �� ���� ��������� �� ��� ������� ����� �������� ���� ���� ��
�������� �� ����� �� ��� ������� ����� �������� ���� ���� �� �������� ��� ��� ������
�� T �
��� ������ ������ ��� ��������� ��� ����� ���������� ���� �� ��� ��� �� ���
��� �� 225 ����������� ���������� ��� ������� �� �� ���� �� ���� �� 3600 �������� ���
������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ���� ������ �������� ��� ������ �� �������� T �
����� ���������� ��� ���� �� ������ �� ������� ������� �� �������� X� ����� ���
������ ��� �������� ��� ���� �� ���� �������� ���� ��� ������� �������� ���� �����
��� (ρ(X
���)−z
ρ(X���)
)��� �� ��� �� �������� �� ��� ����� ������� ����� z �� ��� ����� �����
�������� �� ������� �� ���� ����� ��� ������ ������� �� ��� ���� ��������� �� ����
��� ������ ������ ����� ��� ������� ������� �� � �� ��� ��� ���� ���� ����� ��� ����
������ �������� ��� ������ �� ���� ����� �� ��� ������ �������� ��� ���� ���� ��
�������� ��� �� �� ������� � �� � ��� ��� ��� �� ������� � �� ��� ������������� �� ��
����� ���������� ����� �� ���� ��� ����� ����� z �� �������� �� ��� ������ ����������
�� ����������� �������������� ������� ������ ��� ����� ���� Δh ���������� ��� ��� ���
���� ������� �������� ����� �� ����
�� ���� ���� �� ����� ���� ��� ��������� ���� ����� ��� ���� ������� ���� ��
������������ �� ��� �� ���� ���� ��� ����� �� �������� ���� ����� 62% ��� T = 0.1×|M |�
����� 54% ��� T = 0.2 × |M | ��� ����� 53% ��� T = 0.3 × |M |� ������ �����
�������� �� ��� ���������� ���� ���� �� ���� ���������� ������� �� ���� ����� ����������
�� ���� ����� ������� ��� ��������� ������ ���� �� ��� ��� ������ ���� ����� ���
�� �������� ������� ���� ���� ��� ��� ������������ � ����� ��� ������������� ������
����������� �� ��� �� ���� �������� ���� ��� ��������� �������� ������� �� �������� ���
T = 0.1× |M | ����� ��� ��� ��� ���� ����� ���������� �� �������� ��� T = 0.2× |M |
��� T = 0.3× |M |� ���� �������� �������� ������ ������� �� ��� ��������� ������ ��
����������� ����� ������������� ��������� �� �� ��� ��� ����� ������� �� � �����������
���� �� ������ ��� ������ �� ������
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������� ����� �������� ���� ������� ����
T �������� wu ψu(X���) dev(wu) ���� wl ψl(X���) dev(wl) ����
0.1× |M |
����� ���������� ��������� ����� ���� ��������� �������� ����� ����
����� ���������� ��������� ���� ���� ��������� �������� ���� ����
����� ��������� ��������� ����� ���� ��������� �������� ����� ����
0.2× |M |
����� ���������� ��������� ����� ���� ��������� ��������� ����� ����
����� ���������� ��������� ����� ���� ��������� ��������� ����� ����
����� ��������� ��������� ����� ���� ��������� ��������� ����� ����
0.3× |M |
����� ���������� ��������� ����� ���� ��������� ��������� ����� ����
����� ���������� ��������� ����� ���� ��������� ��������� ����� ����
����� ��������� ��������� ����� ���� ��������� ��������� ����� ����
������� ���������� ��������� ����� ���� ��������� ��������� ����� ����
����� ���� ������� �� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ������� ����� �������� ���� ��� ��� ��� ����
��� �� ���
T �������� ��� � ��� ���� ��� � ��� ���� ��� � ��� ����
0.1× |M |
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
0.2× |M |
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
����� ����� ������� ���� ����� ������� ����� ����� ������� �������
0.3× |M |
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� ������
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
����� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
������� ����� ������� ���� ����� ������� ������ ����� ������� �������
����� ���� ���������� ����� ��� ����� ���������� �� ��� ��� ��� ��� ��� ������� ������ �����
���� ������� ��� ��� ������� ������ ���� ��
��� ���� ������ ��� �������� ��� ���� �������� ���� ��������� ���������� ��� ���
��� �� 225 ����������� ���������� ��� ������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ���� ������
�������� ��� �������� T < |M | ����� ��� ������ ��� �������� ��� ���� �� ���� ��������
���� ��� ����� ������ ������� ��� ������� ���������� ��������� ρ(X
���)−ρ(X�������)
ρ(X���)
(%) ��
��� ��������� �������� �� ��������� �������� �� ����� �� ��� ����� ��� ������ ������
����� ��������� ������� ������� �� � ��� ���� ���� ��� ���� ���� �� �������� ��� ���
������ ��������� ��� ��������� ������������� �� ������� � ��� �� � ��� � ��� �����
��� ���� ������� ��������� ����� ��� ���� �������� ��� ��� ����������� ��� � ��������
���������� ��������� ����� ���� ��� ��������� ����� � ������ �������� �������� ����
� ���� ������ ��� �� ��� ����� ���������� ������� �������� ���� �������� ���������
�� �������� ������ ��������� ��� T = 0.1 × |M |� ��������� ��������� ��� ���������
��������� �� �������� �� ���� ��������� ��� T = 0.2 × |M | ���� ��� T = 0.3 × |M |� ���
���������� ����� �� ���� ��������� �� ��� ���������� �� ��������� �� ��������� ���������
��� ��������� ������� ������� �� �� ��� ������� ���� ����� �� ��� ����� ��� �����������
������� ��� ������ �� ��������� ��������� ������ ����� ��� �� ���� ��������
��� ����� ������ ��� ��������� ��� ���������� ��� ��������� ��� ���������
������� ���� ��������� ��� ��� �� ��� ��� ��� �� 225 ����������� ���������� ���
������� ��� �������� �� ����� ����� ��� ���� ������ �������� ��� ������ �� �������� T
����� ��� ������ ��� �������� ��� ���� �� ���� �������� ���� ��� ����� ������ �������
��� ������� ���������� ��������� ρ(X
���)−ρ(X���)
ρ(X���)
(%) �� ��� ��������� �������� �� ���
�������� �� ����� �� ��� ����� ��� ������ ������ ����� ��� ����� ������� �������
�� � ��� ���� �������� ���� ��� ���� ���� �� �������� ��� ��� �� ������� � ��� �� ���
�� �� ������� � ��� �� ��� ��� �� ������� � ��� �� ��� ��� �� �� ������� �� ���
��� ������������� ��� ���� ������� ��������� ����� ��� ���� �������� ��� ��� �����������
��� � �������� ���������� ��������� ����� ���� ��� ��������� ����� � ������ ��������
�������� ���� � ����������� ��� �� ���� ������� �������� ���� �� ��������� ������
�� ������� ��� T = 0.1× |M | ��� ���� ���� �� ����� �� ���� ���������� �� ��������
�� ��� ��������� ���� T = 0.2× |M | ��� T = 0.3× |M | ������ ��� �������� ��� ����
������� ������� �� ����� �� ������� �� ��� �� �� ����� ���������� ���� ��� ��� ���
����� ��������� �� ���� �� �� ��� �� ��������� ���� ���� ������������� �� �� ����
�������� ����� ���� �� ��������� �������� �������� ���� ��� ����������� ������ �� ����
��� ��������� ��� ��� ������� ������ ����� ����� ��� ��� ��� ������� ���� �����
��������� ���� �� ��� �� �� ��� ���������� ��������� �� ��� �� �������� ���� ����
����� �� ��� ���� ����� ��������� ��� ��� ������� ������ ���� �������� �� ��� ������
��� ��� ������� ������ ���������� �������� ���� ������� �������� �� ��� ������� ���
��� ����� ������� ������� ��� ��� ������� ������ ����� ������� ��� ������ ����������
�� ������������ ����������� �������������� ������������� ��� ������ �� �����
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��������� �������� ��������� ��������
� �������� ��� ��� � ��� ��� ��� ���� ��� ��� � ��� ��� ��� � ���
0.1× |M |
����� ����� ����� ����� ������ ����� ����� ����� ������
����� ����� ����� ����� ������ ����� ����� ����� ������
����� ����� ����� ����� ������ ���� ����� ���� ������
0.2× |M |
����� ����� ����� ����� ������� ����� ����� ����� �������
����� ����� ������ ����� ������� ����� ������ ����� �������
����� ���� ������ ���� ������� ���� ������ ���� �������
0.3× |M |
����� ���� ������ ���� ������� ����� ������ ���� �������
����� ���� ������ ���� ������� ���� ������ ���� �������
����� ���� ������ ���� ������� ���� ������ ���� �������
������� ���� ������ ���� ������� ���� ������ ���� �������
����� ���� ���������� ����� ��� ���� ��������� ���������� �� ��� ��� ����
��� ��� �������� ��� ��
� �������� ��� ��� � ��� ��� ��� ���� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ���
0.1× |M |
����� ���� ���� ���� ���� ����� ������ ���� ������� ���� �����
����� ���� ���� ���� ���� ����� ������ ����� ������� ���� �����
����� ���� ���� ���� ���� ���� ������ ���� ����� ���� �����
0.2× |M |
����� ���� ���� ����� ���� ����� ������� ����� ����� ���� �����
����� ���� ���� ����� ���� ����� ������� ����� ������ ���� �����
����� ���� ���� ���� ���� ���� ������� ����� ���� ���� �����
0.3× |M |
����� ���� ���� ���� ���� ����� ������� ����� ������ ���� �����
����� ���� ���� ���� ���� ���� ������� ���� ������ ���� �����
����� ���� ���� ���� ���� ���� ������� ����� ���� ���� �����
������� ���� ���� ���� ���� ���� ������� ����� ������ ���� �����
����� ����� ���������� ����� ��� �������� ���������� �� ��� ��� ����
���� ������� ��� ��� ������� ������ ���� ��
������ ��� ����� � ������� ��������� ��� �������� � ��������� ����� �� ����
���� ���������� ��� ��� �� ��� ���������� ������ ���� ���� ��� �� �� �� ��������
������ �� ��� ���� ��� ���� �������� ��� ��� �������� ������������ ���� T = 0.1×|M |�
���� ����� �� ��������� ����� 3600 �������� ������� �� �� ��� ������� �� � �� �� ��� ���
���������� ��� ���� ������� �� �� ��� ����� ��� �� ��� ���� �� � ����� �� ��� �� ���� ����
�������� ���� ������ 90 ������� �� ��� ��� ���� �������� ��� ���� �������� ����� ���
����� ��� ����� ���� �������� ����� ��� ���������� ����� �� ��� 3600 �������� ��������
�� ��� �� ������� ���� ��� �� ��� ������� ���������� ����� �� ���� ���� 0.01 ������ ��
������ ��� ���� ���������
 58000
 59000
 60000
 61000
 62000
 0.01  0.1  1  10  100  1000
Time
Heuristic Comparation: scp41−2−1000 T = 100
AMU
SBA
PR
PM
LPH
������ ���� �������� � ��������� �� ���� ���� ���������� ��� ��� �� �� ���
������� ������ ���� ������ �� � ��� �������� ������ �� ��� ���� ��� ���� ��������
��� ��� �������� ������������ ���� T = 0.1× |M |�

������� �
����������� ��� ������ �����
��� ������ �������� �������� ���� ����� �� ���� ������� ��� ������� ������ ����
�������� ��� ��������� ����� ��� ��� ������� ������ ����� ������� ���� �� ��
������ ��� �������� ���� ��� �������� ���� �� ������� ��� ��������� ������� ��
������� � ��� �������� ��������� ��� ��� ��� ��������� �� ����� ���� ������� �����
��������� ���� �� � ������� ������ ������� ����� ��� ���� �������� �� ������� ���
�� ������� ���� �� ��� �� ���������� �� ��� ����������� ��� ��� ��� � ������ ����� ����
���� ��� ������������� ���� ������� ��� ��� ������ ���� ������� �������������
���������� ��� ������� ������ ����� ��� ����� ���������� �������� �� �������
��� �������� ������ ������ ���� ����� �� ��� �� ��������� ����� ��� ����� ����������
������� ���� ��� ��� ��� ��������� �� ���� ���� ������ ������� ��� ���������� ��
����� ����� ������� ��� ��� �� �������� � ����� ��� ����������� �� �� ��� ���
���� �� ��� �� �� ��������� ��� ��� ������� ������ ���� ���� ������� ����������
����� �� ����� ���� ��� ��� ����� ������� ����� ���� �� ��������� ��� ��� ����� �����
��� ������� ����������
��� ���� ���������� �������� �� ��� ������� ������ ���� �� ���� ������ ��������
������ ���������� �� �������� ���� ��� ��� ��������� �� ������� ��� �������� �������
��������� ��� ���������� ��������� �� ���� ���� ���� ����� ������ ����� ������ ����
� ���������� ��� �� ����� ���������� �� ���� �� ��� ���������� ���������� ���� ����
����� ��� ��������� �� ���������� �������� �� �� ����� ���������� ��� ���������� ���
����� ������ �� �������� ��� ������ ��������� ��� ��� ������� ������ ���� �����
��� ���������� ���� ��� ����� ����� ��������� �� ���� �� ��� ����� ���������� �� �
������� ������ �� �� ��
��� ������� ������ ���� ��� ���������� �� ���� ������ �� � �������������� �� ���
��������� ����� �������� ��� �������� ����� ����� �� ����������� �� �������� ����������
����� ���� ��������� ���� �� ������ ����� ����������� ����������� ���� �� ������������
��
�� ������� �� ����������� ��� ������ �����
���������� ��� ������ �� ���� ������������ ������������� ��� ���������� ���� ��� ������
�� ����������� ������� ����� ��� ���������
��������� ��������� ���� �� ��� ����������� ���� ��� ���������� ����� �� ����
���� ���� �� ��� ������ ����� �� ���� �� ����������� ���������� ��� �������� ������ ���
�� ������� ������ ������� �������� ������������� �� ��� ��������� ��� ����� �� ����������
�� ��� ��������������� ������� ��� ������������� �������
��� ��������� ������� ��������� ���� ��� ������� ��� ������������ ��� �������
����� �������� ���� ��� ������� ����� �������� ���� ��� �� ��������� ������ ��
���� ��������� ��� ����������� ���������� ��������� ��� ����� ���������� ���� �� ���
��� ��������� ������ ��� ������� ������ ���� �� ��� ��� ��������� ���������� ���
��� �� ���������� � ������ ��������� �� ����� ��������� ��������� �� ������� ������
����� ������� �� �������� � ������ ��� ������� �� ��� ��� ��� ����� �� ��� ���� ��
��� ���� ����������� �� ������� ������ ����� �� ��� ��� ������� �� ���� ������� ��������
��� �� ������ ��� ������ �� � ������� ���� ��� ��� ��� �� ��������� ��� ����������
�������� ��� ������� ������ ���� ����� ����������� ������� �������� �� ��� ����
�������� �� ��� ����� ��� �����
�� ������ ������ �� �� ��������� �� ����� ��� ���������� �� ��� ������� ������
���� ��� �� ��� ������� ������ ���� ������������� �� ������� ��� ���� ��� �����
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��������� �� ������� ������ ���� �������� � ���������� X ⊆ M ��� ��� |X| ≤ T ��
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������ �� ����� �� ����� ����� ���� �� ��������� T ������ ��������� ������� ����
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��� ��� ���� ������ ��� ��������� ��� ������������ ���� ��������� �� ������ �� �������
��� �������� ���������� ���� ��� �� ��� ������������ �� ���� ���� ���� ��������� ����
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�������� ������������� ���� �� ����������� ������� ��� ��������� �� ����������
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�������� ��������� ��� ������� ��� �������� ������ ��� ��� ����������� �� �����������
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�� ���� �� �� ������� ������ ����� ��� ������� ������������� ���� �� �����
�� ���� �� �� ������� ������ ����� �������� �������������� ��� ��������� �����
������ ��� ������ ����� ������� ��� ��������� ����� ���� �������� ������ ��� �� ������
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���� ���������� N �� ������� ����������M �� �������� �� �� ������� aij� �� aij ������� ��
�� ����� i ∈ N ��� �������� ��� �� ����� ��� ������� j ∈M (aij = 1)� �� ��� (aij = 0)�
�� ���� ���� ������������ ��� ������� ��� ����� ��� csj � j ∈M ���� �� �������� s ∈ S�
��� ������������ ���� �� ���� �� �� ������� ������ ���� ��������� ��� ��������� ��
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��� �� ����� ��� ������� j ∈ x� ��� ���������� ����� �������� ��� ������ ����� ��
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N ��� �������� ��� �� ����� ��� ������� �� M � �� ����� �� ������� ��� ��������� x
��� ����� �� ������ ���������� Γ �� ��������� ����������� ��� ����� ��� ��� �����������
����� �� ������
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x∈Γ
�
j∈M
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j∈M
aijxj ≥ 1 ∀i ∈ N �����
x ∈ {0, 1}|M | �����
�� ����������� ������������ ���� �� ������� ������ ���� ��� ������ ��� ��
�������� �������� ������ ��� ���� ��� �� ������ ���� �� �� x� ��� ����������� ����� ��
����� ��� �������� ��� θ = ωs(x)(ys(x))� ��� ����������� ����� �� ����� ���� ������������
��� x ∈ Γ� ������ ����� ������ �� ������ ����������� �� ����������� �� ���� ������
� ����� ������������� �� �������� ��� ���� �� ����������� �� ���� �������� ���� ���
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�
j∈M
ljyj +
�
j∈M
yj (uj − lj) xj ∀y ∈ Γ �����
θ free �����
�� ������� ������ ���� ��� ����� ���� ��� �������� �� ���� ���� ��� ��������
X ∈ θ � ������ �������� ��� �������� ���� �� ���� ���� �� �������� s(X)� ������ ��
������� �� �������� �� ������� ������ ���� ��� ���� P �� �� ��������� �� P = NP �
����������� ������������ �� ������� ���� �� ����
���� ����� ������ ����� �������� ������ ������� ������� �������� ����������� ���� ��
����������� ������������ ������ ��� �� ������� �� �������� �� ������� ���� ���� ��
�������� ������ ���� �� ����� ��� ����������� ��������� �� �������� ��� ��������
�������� �������� ������ ��������� ����� ��� ���������������� �� �� ����������� �� ���
��
������� ������������ �� ������� ������ ���������� �� ������� ���� ��� ���� ���
�� ������ �� ��������� � ������� ���� ��� ������ ��������� ���� �� �������� �� �� ������
�� ������� ��� � �������� �� ������� �� �� ������ ������ ��� �� ���� ��� ������ �������
���� �� ���� ��� ��� ���� ������� ��� �������� ���������� ���� ���������� ��� ���������
������� �� ������� ������� ��������� �� �������� ����������
�� ������� ���� ���� ��� �� ������ �� ��������� ��� ������ �������� ����
��� ������ ��������� ���� �� �������� �� �� ������ �� ��������� ��������� �� ������
��� ���� ��� ���� �� ����� �� �������� ���� ��� ���� �� ������� ���� ������� ��
������ �� ��������� ���� �� ����� �� ����� ���������� lb� ��� ������ ����� ��� ������
���������� �� ����������� ���������� ��� ����������
�� ������� ������ ���� � ��� ����� ��������� ���� �� �������� ��������������
��� ������ ���������� �� �� ������������ ��� ���������� �� ��������� ��� �� ���������
��� ��������� N �� ������ �� M �� �������� ������������ �������������� ��� ��������
�� ��� �������� ���������� ���� ��������� ��� ������ ���������� �� ����� T ∈ N ��� ���
��������� ��� ������� �� ������ �� ������ ��������� ����������� �� {aij} ��� ��� �������
��� ������ �� �� ������� i ∈ N ��� ������� ��� ��� ����� �������� j ∈M � ���� aij = 1�
����� aij = 0� �� ����� bsj ��� ������ ��� ����� �� ����� ������ �� �� ������� j ∈ M
���� �� �������� s ∈ S ��� �������������
��� ������������ ������������� ����� ������������� �� �������� ���� �� ����
��������� ��� ��������� �� �������� x ∈ {0, 1}|M |� ��������� �� �� ������� j ��� ������
�������� ���� xj = 1� �� ����� xj = 0� ����� ��������� ������������ �� ����
�� ������� �� ������������� X ⊆ M �� �� ������� ��������������� |M |��� ��������� x
�� X ���� ���������� ����� X�
�� ���� ������������
�� ����������� �� ����� ������� ��� ������ ��� ����� ������� ��� ������ ��� ��
�������� �������� ����� �� ��� ����������� �� ������ � ������� ���������� ��� �� �������
��� �������� |x| ≤ T �� ����� ���� �� �� ������ ����� i ∈ N ��� �������� ��� ��
����� ��� ������� j ∈ x� ������ ������ ��� ��� ���������� ������� �� ����� �� ����������
������ ������ ����� ���� T �������� ������ �������������� ����������� ��� ���������
x ���� ������� �� ������� ���������� Δ �� ��������� ����������� ��� ����� ��� ���
����������� �� ������ � �������
�� �������� �� ������ �� ��������� ��������� �� ���������� �������
max
x∈Δ
�
j∈M
bsjxj ������
j∈M
aijxj ≥ 1 ∀i ∈ N �������
j∈M
xj ≤ T ������
x ∈ {0, 1}|M | ������
������� ����
������� ���� ��� ������ ����� ����� �� ��������� �� �������� �������� �������
�� ������ ������� �� ������ �� ��������� ����� ����� ��� ������ ��������� ���� ��
�������� �� �� ������ �� ��������� ��������� �� ������ ��� ���� ��� ��� �� �������� ��
�� ������ �� ��������� ��� ���� �� ��� ����� �� bsj = uj� �� ������ ������� ����
��� ��� ����� ��� �� �������� �������� ������ �� ��� ����������� �� ������ � �������
max
x∈Γ
�
j∈M
ujxj s.t. ������
������������ ������ � ������
������� ����
�� �������� �������� ������ ������� �� ������ �� ��������� ��������� �� ������ ����
��� ������ ���������� ���� �� �������� �� �� ������ �� ��������� �������� ��� ���� ���
���� ���������� �� �������� bsj = lj� �� ������� ���� ��� ��� ����� ��� �� ��������
�������� ������ �� ��� ����������� �� ������ � �������
max
x∈Γ
�
j∈M
ljxj s.t. ������
������������ ������ �� ������
������ ��� ��������� ���� ��������� ���� ���� ������������ � ��� �������� ����
�� ���� �� bj = lj �� ������� ���� ������� �� ����� ����������� ��� ����������� ��
������� ���� ��� ����� ���� �� �� ��� �������� ��������� �� ���������� �� ����������
���� ���� ��� �� �������� �� ������� �����
��
������� ������ ����
�� ����������� ���� ���� ��������� ������ ��� ������ ���� �� �������� �������� �������
��� ���� ��� �� ������ ���� �� �� x� ��� ����������� ������ �� ������ ��� �������� ���
µ = ψs(x)(ys(x))� �� ��� ����������� �� ������ � ������� ���������� x ∈ Δ� �� ������ ��
������ ����������� �� ����������� �������
min
x∈Δ
�
µ−
�
j∈M
ljxj
�
������
s.t.
µ ≥
�
j∈M
ujyj +
�
j∈M
yj (lj − uj) xj ∀y ∈ Δ ������
µ free ������
�� ������� ������ ���� ��� ����� ���� ��� �������� �� �������� ���� �� ����
�������� ������� �������� �� �������� ����� ����� ������ �� �������� �� �������� ��
������� ������ ���� ��� ���� P �� �� ��������� �� P = NP �
�������� �� �����������
�� �������� ��� ����� � �� ����������� ��� ����������� ������� ������������ �� ��������
���� �� ������� ������ ���� �� ������� ������ ����� ��� ����������� ������ ����
����� ��� �������� ��� ��������� ����� ���� �� ������� ������ ���� ��� ��� ������
����� ���� ����� ����� �� ��� ������� ���� ������� ��������� ����� ��� ����������� ���������
���� �������� �� ������� ������ ���� ���� ����� ����������� �������� ��� ������������
��������� ���� �� ������� ������ ���� �� �� ������� ������ ���� ���� ���������
����������� ��� �������� �������� �������� ��� ����������� ������ � ��� ������������
���� ������������
����������� �������
������������ ����� ���� �� ������� ������ ���� �� �������� ��� ��������� ����� ���
�� ���������� �� ����� �� ������ ������� �� �� ������������� �� ������� ���������
������ ������ ���� �� ��������� ������������ ������������� ���������� �� ������� ���
�� ������ � ����� ��������� ���� �������� �� �������� �� �������� �� �������� ����
������� ������ ������� ������� ������ � ��������� �� ���� ������ �� �������� �� ����
����� ���� �� �������� �������� ������� ������ ������� �� ���� ����� �� �� �������� ��
�� �������� �� ������ �� ��������� ��������� �� ���������� �������
���� ����� ������� ��������� ���� ��� ���� ������� �� ���� ������� ������ ���������
�� ���� ������
������������ ������������� ���� �� �������� ������� ����
�� ������� ��� ���� �� ������� ������ ���� ������ ��� �� ����������� ��������
����� ����������� �� ������������ �� ������ �� ����������� ����� ��� ������������ �����
���� �������� �� ���������� ��� ������ ���� �� �������� ������ �� �� ����� ���������
���� �� ������������� �� ��������� Γh ⊆ Γ ������ ��� ��� ����������� ������� � ������
���������� ��� �������� ���������� ��� ������� �� Γ \ Γh � ������ �� �� ���������� ��
������������� ����� ����� ���� ��� ������� �� �������� ������� ��� �������� �������
�� �� ��� ���������� ������� ��� �� �������� ������ ��� ����� � �� �� ��� ����������� ��
���� ������� �� �� ��� �� ����� ������ �� ����� ��� ���������
θ ≤
�
j∈M
ujyj +
�
j∈M
yj (lj − uj) xj ∀y ∈ Γh ������
������������ ������������� ���� �� �������� ������� ����
�� ������� ��� ���� ��������� ������ ���� ��� ������ ��� �� ������ ������������
������������� �� �������������� �� ������ �� ����������� ������ ��� ������������ ��
�� ����� ����� ���� �������� �� ���������� ��� ������ ���� �� �������� ������ �����
����� ���� Δh ⊆ Δ ���������� �� ��������� �������� ��� ��� ����������� ������� � ������
���������� ��� �������� ���������� ��� ������� ���� Δ \Δh� � ������ �� �� ���������� ��
������������� ���� �� ������� �������� �� �������� ������� ��� �������� ������� ��
�� ��� ���������� ������� ��� �� �������� ������ ��� ����� � �� �� ��� ����������� �� ��
�� �� ��� �� ����� ������������ ������ ��� ���������
µ ≥
�
j∈M
ujyj +
�
j∈M
yj (lj − uj) xj ∀y ∈ Δh ������
������� ������
������� ��� �������� ������ � ������ ��� �� ����������� �� �� ������� ��� ����
���� ������ ��� ��� ����� ����� ��� ���������� � ������ ��������� �� �������� �������
��� ����������� ����� ������� ��� �������� ������ ��� ��������� �� ��� ������ ����
�� ������� ������ ����� ���� ��� ����� ��� �� ��������� �������� �������� ��
������� �� ��� ����� ��� �� ������� �� ��������� �� ��� ������ �� ��� ��������� ���������
���� ��������� ��� �� ������� ���������� �� ���� ������� �� ��������� ���� �������
��
��� ��������� ������� ��� ���� ��� �� ����� ����������� ���� �� �������� ������� ������
�� ������ ������ ������������ �� �� ��� ���� ����� ��� ���� �� ���� ��� �����������
�� ����������� ���� ���� ����������
������ ��� ���
��� � ��� �������� �� ������� ������ ���� ��� ������� ��� �������� ������ �� ��
������� ������ ���� ���� ����� ������ ��� ���� �� ������� ������ ���� ������
��� �� ���������� �������� �� ������ ������������ ������������ ������ ����� �� �������
������ ��� �� ����������� �������������� ������� ������ �� ������ ��� �������� ���� ��
��� ���� �� ������� ������ ����� �� ������� ��� �� ������ ���� ��� ���� ���� ��
�� ����� ���� �� ��� ���� �� ������� ������ ���� ��� ������ ��������� ������������
������� ���� �� ����������� ������ ��� ���������� Δ� = Δ1 �� ����������� �������
���������� �������� ������� (X �, µ�) ��� ������� ���� �� ����� �� ������� ��������������
�� �������� �������� Y s(X
�) ��� �������� ���� �� ������������� ���� ���� �� ��������
s(X �)� ����� Y s(X
�) ��� �������� � Δ� �� ��� �������� ����� ��� �������� ���� ���� ���
������ ������� ���� ������� �� ����������������� ������ ������������ ��� ����� ���
������������ ���� Δ� ∪ {Y s(X�)}� ������������ ��� ������� ��� ���� ������ �������� X �
�������� ��� �������� ���������� ������ ��� ������� ���� ������� �� ��� ������ �� ��
������ µ� � ��������� �� ���� ������
������������
��������� ������������ ��� ��� ������������ ������ ��� ��� ��������� ���������� ��������
��� ��� ���������� ����� ���� �� ���� ������ ���� ��������� ������� ��� ������� ������
����� ������ ����� �� ���� ����� �� ������ ��� �� ������������� �������� ��������� ������
��� ��������� �������� ���� ��� ������������� � ����������� �� ����� ����� ��� �� ����
���������� �������� ��� ��������� ������
������������ ������ �� ��������� ����������
������������� ������� ���� �� ��������� ��������� ���� ����� ����� � ��� ��������
��� ��������� ��� ��������� ������� �� ��������� �� �������� ����� sm� ����� ���
bmj (c
m
j ) = (lj + uj)/2 �� �� �������� ���� �� �� ��� ���������� s
u� ����� ��� buj (c
u
j ) = uj�
�� ������ ��� ρs(X
m)(Xm) ≤ 2×ρs(X∗)(X∗) ���� ���� ������� � ������ �� �������������
��� �� ��������� ��� ��������� ������� ��� ����������� ���� �� ������� ������ ����
������ ������� ������ ����� ���������� � �������� ��� ����� �������� �� ���� ������
����� ���� ���� ��������� ����������� ����� �� �������� ����� �� �� �������� ����
�� �������� �� ������ �� ��������� ��������� �� ���������� �������
�� �� ��� ����������� ����� �� ��������� �������� ����� Xm �� Xu ��� ��������� ���
������������� �� ��� � ������� �� ��������� ������ ����������� �� ������ � ��� ����������
����� ��� ��������� ��� ��������� ������� ������ ��� �� ��������� ��������� ���� ����
��� ��� �� ������� ��� ��������� �� ���� �� ���� �� �������� sm ��� ����������
������������� ����� ��� ��� ��������� ����������� ��� �� ��������� �������� �����
��������� ����� � ��� ���������� ��� ���� �� ��� ������ �� ��������� ���� ������ ���
�������� �� ��� ������� ���� �� ��� ������� ��� ��� ��� �������������� �� ��� �� ��
�������� Q �� ��������� ��� ������� �� ���� ���� �������� ������� ������������ ��������
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